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2Ýëåìåíòû òåîðèè ìíîæåñòâÌíîæåñòâî � ýòî îñíîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå ïîíÿòèå, îáîçíà÷àþùåå ñîáðàíèå, íà-áîð, ñîâîêóïíîñòü, êîëëåêöèþ êàêèõ�ëèáî îáúåêòîâ, âåùåé. Ýòè îáúåêòû íàçûâàþòñÿýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà, è ãîâîðÿò, ÷òî îíè ìíîæåñòâó ïðèíàäëåæàò.Âàæíåéøåå è åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åíèå â ïîíÿòèè ìíîæåñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òîñîñòàâ ìíîæåñòâà íå ìîæåò áûòü ðàñïëûâ÷àòûì. À èìåííî, äëÿ ëþáîãî îáúåêòà a èëþáîãî ìíîæåñòâàM âîçìîæíû òîëüêî äâå ñèòóàöèè: îáúåêò a ïðèíàäëåæèò ìíîæå-ñòâó M (÷òî îáîçíà÷àåòñÿ a 2 M) èëè îáúåêò a íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó M (÷òîîáîçíà÷àåòñÿ a 62M).Íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíû äâà ñïîñîáà çàäàíèÿ ìíîæåñòâà: ÿâíîå óêàçàíèå ýëå-ìåíòîâ èëè ÷åðåç ñâîéñòâà ýëåìåíòîâ. Åñëè íåêîòîðûé íàáîð îáúåêòîâ a1, a2, : : :, anîáúåäèíÿåòñÿ â ìíîæåñòâî, òî òàêîå ìíîæåñòâî îáîçíà÷àåòñÿ �èãóðíûìè ñêîáêàìè:A = f a1; a2; : : : ; an g:Ïðåäïîëîæèì, ÷òî P � íåêîòîðîå ñâîéñòâî îáúåêòîâ. Åñëè ýòî ñâîéñòâî âûïîëíå-íî äëÿ îáúåêòà x, òî ïèøåì P (x). Òîãäà çàïèñüA = f x : P (x) g èëè A = f x jP (x) gîáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî A, ñîñòîÿùåå èç âñåõ îáúåêòîâ x, êîòîðûå îáëàäàþò ñâîéñòâîìP . Â ìàòåìàòè÷åñêèõ óòâåðæäåíèÿõ ïîëåçíûì áûâàåò ìíîæåñòâî, êîòîðîå íå ñîäåð-æèò íè îäíîãî ýëåìåíòà. Îíî íàçûâàåòñÿ ïóñòûì ìíîæåñòâîì è îáîçíà÷àåòñÿ ;.Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé �óíêöèè f(x) = x2 + 1 ÿâëÿåòñÿïóñòûì ìíîæåñòâîì.Ïóñòü A è B � äâà ìíîæåñòâà. Ìíîæåñòâî B íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæå-ñòâà A, åñëè ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà B ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A. Îáîçíà÷åíèå:B � A.Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî A îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâà-ìè: A � A è ; � A.Ïîäìíîæåñòâî A � ýòî ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå òîëüêî èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A,íî, áûòü ìîæåò, íå èç âñåõ, à òîëüêî èç òåõ, êîòîðûå îáëàäàþò íåêîòîðûì äîïîëíè-òåëüíûì ñâîéñòâîì P , ò.å. fx 2 A : P (x)g.Äâà ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè êàæäûé ýëåìåíò ïåðâîãî ìíîæåñòâàïðèíàäëåæèò âòîðîìó è íàîáîðîò. Äðóãèìè ñëîâàìè, A = B îçíà÷àåò, ÷òî A � B èB � A. Íàïðèìåð, fx : (x2 � 3)(x2 � 1) = 0g = f1;�1;p3;�p3g:Âûñêàçûâàíèÿ è ëîãè÷åñêàÿ ñèìâîëèêà.Âûñêàçûâàíèåì íàçûâàåòñÿ ïðåäëîæåíèå, î êîòîðîì ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îíî ìî-æåò áûòü ëèáî èñòèííûì, ëèáî ëîæíûì. Âåùü ñàìà ïî ñåáå íå ÿâëÿåòñÿ âûñêàçû-âàíèåì, à óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ýòà âåùü îáëàäàåò êîíêðåòíûì ñâîéñòâîì, åñòüâûñêàçûâàíèå.Âûñêàçûâàíèÿ ìîæíî ñîåäèíÿòü ëîãè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè äëÿ îáðàçîâàíèÿ íîâûõâûñêàçûâàíèé. Ïóñòü � è � � íåêîòîðûå âûñêàçûâàíèÿ.Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî âåðíî è �, è �, íàçûâàåòñÿ êîíúþíêöèåé ýòèõ âûñêàçû-âàíèé è îáîçíà÷àåòñÿ �&� èëè � ^ �.



3Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî âåðíî � èëè � (âîçìîæíî, âåðíû ñðàçó îáà óòâåðæäåíèÿ),íàçûâàåòñÿ äèçúþíêöèåé ýòèõ âûñêàçûâàíèé è îáîçíà÷àåòñÿ � _ �.Óòâåðæäåíèå "åñëè âåðíî �, òî âåðíî è �"íàçûâàåòñÿ èìïëèêàöèåé è îáîçíà÷àåòñÿ�) �.Äâà óòâåðæäåíèÿ íàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè, åñëè îíè ìîãóò áûòü âûïîëíåíûèëè íå âûïîëíåíû òîëüêî îäíîâðåìåííî. Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî âûñêàçûâàíèÿ � è �ðàâíîñèëüíû, íàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ è îáîçíà÷àåòñÿ �, �. Ëåãêî äîêàçàòü,÷òî óòâåðæäåíèå �, � ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ (�) �)&(� ) �).Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî âûñêàçûâàíèå � íåâåðíî, íàçûâàåòñÿ îòðèöàíèåì � èîáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ :� èëè ��.Ïóñòü P åñòü íåêîòîðîå ñâîéñòâî îáúåêòîâ (íàïðèìåð, áûòü ïîëîæèòåëüíûì ÷èñ-ëîì). Äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî îáúåêòà a âûðàæåíèå P (a) åñòü âûñêàçûâàíèå, ò.å.ìîæåò áûòü âåðíûì (â ïðèìåðå: åñëè a � ÷èñëî è a > 0) èëè íåâåðíûì. Óòâåðæäåíèåî òîì, ÷òî ñóùåñòâóåò îáúåêò x, îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì P , åñòü íîâîå âûñêàçûâà-íèå. Îíî îáîçíà÷àåòñÿ 9x : P (x) è ÷èòàåòñÿ: "ñóùåñòâóåò x òàêîé, ÷òî P (x)". Ñèìâîë9 íàçûâàåòñÿ êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ.Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ëþáîé îáúåêò x îáëàäàåò ñâîéñòâîì P , òàêæå ÿâëÿåòñÿâûñêàçûâàíèåì. Îíî îáîçíà÷àåòñÿ 8x P (x) è ÷èòàåòñÿ: "äëÿ ëþáîãî x âåðíî P (x)".Ñèìâîë 8 íàçûâàåòñÿ êâàíòîðîì âñåîáùíîñòè è ÷èòàåòñÿ "äëÿ ëþáîãî".Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ñóùåñòâóåò è òîëüêî îäèí îáúåêò x, îáëàäàþùèé ñâîé-ñòâîì P , îáîçíà÷àåòñÿ 9! x : P (x). ×èòàåòñÿ: "ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé x òàêîé, ÷òîP (x)".Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè.Ïóñòü A è B � äâà ìíîæåñòâà. Îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíî-æåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ îáúåêòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ A èëè B:A [B = fx j x 2 A _ x 2 Bg:Ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ îáúåêòîâ,ïðèíàäëåæàùèõ êàê A, òàê è B:A \ B = fx j x 2 A & x 2 Bg:�àçíîñòüþ ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâA, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò B:AnB = fx j x 2 A & x =2 Bg:Ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åí-íûõ ïàð (a; b), ñîñòîÿùèõ èç ýëåìåíòîâ ýòèõ ìíîæåñòâ:A� B = f(a; b) j a 2 A; b 2 Bg:Ïðèìåð: ïóñòü A = B = R � âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ. Òîãäà R� R = R2 � ïëîñêîñòü.Óïðàæíåíèå. Ïóñòü A è B � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà. Äîêàçàòü ñëåäóþùèåðàâåíñòâà ìíîæåñòâ:AnB = An(A \ B),A [ A = A,AnA = ;,A \ A = A,



4(AnB) \ (BnA) = ;.×èñëîâûå ìíîæåñòâà.Íåêîòîðûå ìíîæåñòâà, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà, èìåþò ñòàíäàðòíîåîáîçíà÷åíèå. N � ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, îíî ñîäåðæèò òîëüêî öåëûå ïî-ëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Èíîãäà â ìíîæåñòâî N âêëþ÷àåòñÿ 0. R � ìíîæåñòâî âñåõ âåùå-ñòâåííûõ ÷èñåë. Z � ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë (ïîëîæèòåëüíûõ, îòðèöàòåëüíûõè íóëÿ). Q � ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ò.å. ÷èñåë âèäà mn , ãäå m è n � öå-ëûå è n 6= 0. I � ìíîæåñòâî âñåõ èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ò.å. âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, íåÿâëÿþùèõñÿ ðàöèîíàëüíûìè, I = RnQ. Èç îïðåäåëåíèé ìíîæåñòâ íåïîñðåäñòâåííîñëåäóåò, ÷òî N � Z � Q � R.Â ìíîæåñòâå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ +, óìíîæåíèÿ�, à òàêæå îòíîøåíèå ïîðÿäêà <. Îòíîøåíèå � îçíà÷àåò "<"èëè -". Ýòè îïåðàöèèîáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè, íàçûâàåìûìè òàêæå àêñèîìàìè âåùåñòâåííûõ÷èñåë. Âñå ìàòåìàòè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ î âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõ ìîãóò áûòü ëîãè÷å-ñêè âûâåäåíû òîëüêî èç ýòèõ àêñèîì, áåç êàêèõ�ëèáî ññûëîê íà îáû÷íóþ èíòóèöèþ.Ñàìè æå àêñèîìû íåçàâèñèìû: íè îäíà èç íèõ íå ìîæåò áûòü âûâåäåíà èç âñåõîñòàëüíûõ. Àêñèîìû óäîáíî ðàçáèâàòü íà ãðóïïû.I. Ñëîæåíèå.1. 8x; y 2 R x+ y = y + x � êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ.2. 8x; y; z 2 R (x + y) + z = x+ (y + z) � àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ.3. 9a0 2 R : 8x 2 R x+a0 = x � ñóùåñòâîâàíèå íóëÿ. Ýòîò ýëåìåíò a0 ìíîæåñòâàR íàçûâàåòñÿ íóëåì è îáîçíà÷àåòñÿ 0.4. 8x 2 R 9y 2 R : x + y = 0 � ñóùåñòâîâàíèå ïðîòèâîïîëîæíîãî ýëåìåíòà ïîîòíîøåíèþ ê ñëîæåíèþ. Ýòîò ïðîòèâîïîëîæíûé ýëåìåíò y îáîçíà÷àåòñÿ �x.II. Óìíîæåíèå.1. 8x; y 2 R x � y = y � x � êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ.2. 8x; y; z 2 R (x � y) � z = x � (y � z) � àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ.3. 9a1 2 R : 8x 2 R x � a1 = x � ñóùåñòâîâàíèå åäèíèöû. Ýòîò ýëåìåíò a1ìíîæåñòâà R íàçûâàåòñÿ åäèíèöåé è îáîçíà÷àåòñÿ 1.4. 8x 2 R (x 6= 0 ) 9y 2 R : x � y = 1) � ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà ïîîòíîøåíèþ ê óìíîæåíèþ. Ýòîò ýëåìåíò y îáîçíà÷àåòñÿ x�1 èëè 1x .5. 8x; y; z 2 R (x + y) � z = (x � z) + (y � z) � äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ îòíî-ñèòåëüíî ñëîæåíèÿ.Âåùåñòâåííûå ÷èñëà, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñëîæåíèåì ýëåìåíòà 1 ñ ñà-ìèì ñîáîé êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, íàçûâàþòñÿ íàòóðàëüíûìè. N � ìíîæåñòâî òàêèõ÷èñåë.Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë è ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåçìíîæåñòâî N: Z = fx j 9n 2 N : (x = n _ x = (�n))g;Q = fx j 9m;n 2 Z : x = m � n�1g:III. Àêñèîìà èíäóêöèè.Åñëè ïîäìíîæåñòâî X � N îáëàäàåò äâóìÿ ñâîéñòâàìè:1) 1 2 X,2) 8n n 2 X ) n + 1 2 X,òî X = N.



5Ïåðâîå ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ áàçîé èíäóêöèè, à âòîðîå �èíäóêöèîííûì ïåðåõîäîìèëè èíäóêöèîííûì øàãîì.IV. Íåðàâåíñòâà.1. 8x; y 2 R èëè x < y; èëè y < x; èëè x = y.2. 8x; y; z 2 R ((x < y & y < z)) x < z) � òðàíçèòèâíîñòü íåðàâåíñòâà.3. 8x; y; z 2 R (x < y ) x+z < y+z) � ñîãëàñîâàííîñòü ñëîæåíèÿ è íåðàâåíñòâà.4. 8x; y; z 2 R ((x < y & z > 0) ) x � z < y � z) � ñîãëàñîâàííîñòü óìíîæåíèÿ èíåðàâåíñòâà.5. 8x 2 R 9n 2 N : x < n � àêñèîìà Àðõèìåäà.Àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé âåùåñòâåííîãî ÷èñëà x íàçûâàåòñÿ ñàìî ýòî ÷èñëî x, åñëèx � 0, èëè ÷èñëî �x, åñëè x < 0.Ïîñëåäíÿÿ àêñèîìà � î ïëîòíîñòè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë � �îðìóëèðóåòñÿ â òåð-ìèíàõ ñâîéñòâ ïðîìåæóòêîâ.Ïðîìåæóòêè.Ïóñòü a è b � âåùåñòâåííûå ÷èñëà è a � b. Ìíîæåñòâî [a; b℄ = fx 2 R : a � x � bgíàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì ïðîìåæóòêîì èëè îòðåçêîì ñ êîíöàìè a è b.Ìíîæåñòâî (a; b) = fx 2 R : a < x < bg íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì ïðîìåæóòêîìèëè èíòåðâàëîì ñ êîíöàìè a è b.Ìíîæåñòâà (a; b℄ = fx 2 R : a < x � bg è [a; b) = fx 2 R : a � x < bg íàçûâàþòñÿïîëóîòêðûòûìè ïðîìåæóòêàìè ñ êîíöàìè a è b.Ìíîæåñòâà (a;+1) = fx 2 R : a < xg, [a;+1) = fx 2 R : a � xg, (�1; a) =fx 2 R : x < ag è (�1; a℄ = fx 2 R : x � ag íàçûâàþòñÿ ïîëóáåñêîíå÷íûìèïðîìåæóòêàìè.Âñå ïåðå÷èñëåííûå ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ òàêæå ïðîìåæóòêàìè. Äëèíîé ïðî-ìåæóòêà ñ êîíöàìè a è b íàçûâàåòñÿ ÷èñëî b� a.V. Àêñèîìà ïëîòíîñòè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.Ïóñòü [an; bn℄, n = 1; 2; : : : � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðåçêîâ, è ïóñòü êàæäûé ñëåäó-þùèé îòðåçîê âëîæåí â ïðåäûäóùèé: [an+1; bn+1℄ � [an; bn℄ äëÿ ëþáîãî n 2 N. Òîãäàñóùåñòâóåò âåùåñòâåííîå ÷èñëî, ïðèíàäëåæàùåå âñåì ýòèì ïðîìåæóòêàì:9
 2 R : 8n 2 N 
 2 [an; bn℄:Îïðåäåëåíèå ãðàíåé è îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ.Ïóñòü X � ïîäìíîæåñòâî R è a 2 R. ×èñëî a íàçûâàåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ ìíî-æåñòâà X, åñëè 8x 2 X x � a. Ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëî a íàçûâàåòñÿ íèæíåé ãðàíüþìíîæåñòâà X, åñëè 8x 2 X a � x.Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñâåðõó, åñëè ó íåãî ñóùåñòâóåò âåðõíÿÿãðàíü.Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñíèçó, åñëè ó íåãî ñóùåñòâóåò íèæíÿÿãðàíü.ÌíîæåñòâîX íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè îíî îãðàíè÷åíî ñâåðõó è îãðàíè÷åíîñíèçó.Òåîðåìà î òî÷íûõ âåðõíèõ è íèæíèõ ãðàíÿõ.Ïóñòü íåïóñòîå ìíîæåñòâî X � R îãðàíè÷åíî ñâåðõó. Òîãäà ñðåäè âñåõ åãî âåðõíèõãðàíåé ñóùåñòâóåò íàèìåíüøàÿ.



6Àíàëîãè÷íî, ñðåäè âñåõ íèæíèõ ãðàíåé íåïóñòîãî îãðàíè÷åííîãî ñíèçó ìíîæåñòâàñóùåñòâóåò íàèáîëüøàÿ íèæíÿÿ ãðàíü.Íàèìåíüøàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ìíî-æåñòâà X è îáîçíà÷àåòñÿ supX. Íàèáîëüøàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿòî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà X è îáîçíà÷àåòñÿ infX.Åñëè X = ; � ïóñòîå ìíîæåñòâî, òî ïî îïðåäåëåíèþ, sup ; = �1, inf ; = +1.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâî X îãðàíè÷åíî ñâåðõó. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùå-ñòâóåò òàêîå ÷èñëî b1 2 R, ÷òî x � b1 ïðè âñåõ x 2 X. Ìíîæåñòâî X íåïóñòîå,âûáåðåì â íåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò a1 2 X. Ïîëó÷èëñÿ îòðåçîê [a1; b1℄, ó êîòîðî-ãî âåðõíèé êîíåö b1 åñòü âåðõíÿÿ ãðàíü X, à íèæíèé êîíåö ïðèíàäëåæèò X. Äàëååáóäåì ñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ îòðåçêîâ [an; bn℄ ðåêóððåíòíî.Ïóñòü n 2 N è îòðåçîê [an; bn℄ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè: bn åñòü âåðõíÿÿ ãðàíü X è[an; bn℄ \X 6= ;. Ïîñòðîèì îòðåçîê [an+1; bn+1℄, îáëàäàþùèé òàêèìè æå ñâîéñòâàìè.�àçäåëèì îòðåçîê [an; bn℄ ïîïîëàì òî÷êîé 
n. Åñëè 
n åñòü âåðõíÿÿ ãðàíü X, òîîïðåäåëèì [an+1; bn+1℄ = [an; 
n℄, à åñëè íåò � òî [an+1; bn+1℄ = [
n; bn℄. Î÷åâèäíî, ÷òîâ îáîèõ ñëó÷àÿõ bn+1 åñòü âåðõíÿÿ ãðàíü X.Êðîìå òîãî, â ïåðâîì ñëó÷àå [an+1; bn+1℄\X = [an; 
n℄\X, òàê êàê íà ïðîìåæóòêå(
n; bn℄ íåò ÷èñåë èç ìíîæåñòâàX ïî îïðåäåëåíèþ âåðõíåé ãðàíè 
n. Âî âòîðîì ñëó÷àåíà ïðîìåæóòêå [
n; bn℄ åñòü íåêîòîðûå òî÷êè ìíîæåñòâà X, òàê êàê ÷èñëî 
n íå åñòüâåðõíÿÿ ãðàíü äëÿ X. Òàêèì îáðàçîì, â îáîèõ ñëó÷àÿõ [an+1; bn+1℄ \X 6= ;.�àññìîòðèì ìíîæåñòâî M � N èíäåêñîâ n, äëÿ êîòîðûõ ïîñòðîåí îòðåçîê [an; bn℄,îáëàäàþùèé äâóìÿ ñâîéñòâàìè: bn åñòü âåðõíÿÿ ãðàíüX è [an; 
n℄\X 6= ;. ÌíîæåñòâîM óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå èíäóêöèè. Ïîýòîìó M = N.Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ îòðåçêîâ [an; bn℄, n =1; 2; : : :. Ïî àêñèîìå ïëîòíîñòè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë îíà èìååò îáùóþ òî÷êó, êîòîðóþîáîçíà÷èì 
. Äîêàæåì, ÷òî ýòî ÷èñëî 
 åñòü íàèìåíüøàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü X.Ïðåäïîëîæèì, îò ïðîòèâíîãî, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî x 2 X, ÷òî x > 
.Ïðèìåíèì àêñèîìó Àðõèìåäà ê âåùåñòâåííîìó ïîëîæèòåëüíîìó ÷èñëó z = (b1 �a1)=(x�
). Ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëîm, ÷òî z < m. Íî òîãäà è z < 2m, òàêêàê m < 2m, ÷òî ëåãêî äîêàçàòü ïî èíäóêöèè. ×èñëî m óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó(b1 � a1)=2m < x� 
.Äëèíû îòðåçêîâ [an; bn℄ óìåíüøàþòñÿ â 2 ðàçà ïðè óâåëè÷åíèè n íà 1. Ïîýòîìóbm � am = (b1 � a1)=2m èbm � 
 � bm � am = (b1 � a1)=2m < x� 
:Èç ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà bm � 
 < x� 
 ñëåäóåò bm < x, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàêbm � âåðõíÿÿ ãðàíü äëÿ X è x 2 X. Ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî ÷èñëî 
 ÿâëÿåòñÿâåðõíåé ãðàíüþ X.Ïðåäïîëîæèì, îò ïðîòèâíîãî, ÷òî ñóùåñòâóåò äðóãàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü d ìíîæåñòâàX è d < 
. Ïî àêñèîìå Àðõèìåäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî m, ÷òî (b1� a1)=2m < 
� d.Ïðîìåæóòîê [am; bm℄ ñîäåðæèò êàê ÷èñëî 
, òàê è íåêîòîðîå ÷èñëî x 2 X, òàê êàê[am; bm℄ \X 6= ;. Ïîýòîìó
� x � bm � am = (b1 � a1)=2m < 
� d:Èç íåðàâåíñòâà 
�x < 
�d ñëåäóåò, ÷òî d < x, ÷òî íåâîçìîæíî äëÿ âåðõíåé ãðàíè dìíîæåñòâàX. Ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò âåðõíåé ãðàíè ìíîæåñòâàX, êîòîðàÿ áûëà áû ìåíüøå, ÷åì 
. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî 
 åñòü íàèìåíüøàÿ âåðõíÿÿãðàíü ìíîæåñòâà X.



7Ñóùåñòâîâàíèå íàèáîëüøåé íèæíåé ãðàíè îãðàíè÷åííîãî ñíèçó íåïóñòîãî ìíîæå-ñòâà X äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.Ïðèìåíåííûé â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ìåòîä ïîñòðîåíèÿ âëîæåííûõ îòðåçêîâïîëîâèííîé äëèíû, îáëàäàþùèõ çàäàííûì íàáîðîì ñâîéñòâ, íàçûâàåòñÿ äèõîòîìè-åé. Ôóíêöèè è îòîáðàæåíèÿÏóñòü X è Y � äâà ìíîæåñòâà. Ïóñòü êàæäîìó ýëåìåíòó x ìíîæåñòâà X ïîñòàâ-ëåí â ñîîòâåòñòâèå ðîâíî îäèí ýëåìåíò ìíîæåñòâà Y . Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî îïðåäåëå-íî îòîáðàæåíèå èç X â Y . Îáîçíà÷èì ýòî îòîáðàæåíèå f . Òîò ýëåìåíò, â êîòîðûéïðåîáðàçóåòñÿ ýëåìåíò x, îáîçíà÷àåòñÿ f(x) è íàçûâàåòñÿ îáðàçîì ýëåìåíòà x ïðèîòîáðàæåíèè f èëè çíà÷åíèåì îòîáðàæåíèÿ f íà ýëåìåíòå x.Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå çàäàåòñÿ òðåìÿ îáúåêòàìè: ìíîæåñòâîì àðãóìåíòîâX, ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé Y è ïðàâèëîì, ïî êîòîðîìó êàæäûé ýëåìåíò x 2 X ïðåîá-ðàçóåòñÿ â ðîâíî îäèí ýëåìåíò y 2 Y . Ýòà òðîéêà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:f : X ! Y . Ñèíîíèìàìè îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ òåðìèíû: �óíêöèÿ, îïåðàòîð, ïðå-îáðàçîâàíèå.Îïðåäåëåíèå îñíîâíûõ ïîíÿòèé, ñâÿçàííûõ ñ îòîáðàæåíèÿìè.Â êàæäîì ïóíêòå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî çàäàíî íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå f : X !Y . 1. Ñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ. Ïóñòü X0 �ïîäìíîæåñòâî X. Òîãäà ìîæíî îïðåäå-ëèòü îòîáðàæåíèå g : X0 ! Y ïðàâèëîì g(x) = f(x), åñëè x 2 X0. Îòîáðàæåíèå gíàçûâàåòñÿ ñóæåíèåì f íà X0 è îáîçíà÷àåòñÿ f jX0 .2. Îáðàç ìíîæåñòâà. Ïóñòü X0 � X. Òîãäà ìíîæåñòâî çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ f íàýëåìåíòàõ X0 íàçûâàåòñÿ îáðàçîì ìíîæåñòâà X0 ïðè îòîáðàæåíèè f è îáîçíà÷àåòñÿf(X0): f(X0) = fy 2 Y j 9x 2 X : y = f(x) g:Ïðèìåð: f : R! R, f(x) = x2, X0 = [�2; 3). Òîãäà f(X0) = [0; 9).3. Ïðîîáðàç ìíîæåñòâà. Ïóñòü Y0 � Y . Òîãäà ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ X, êîòî-ðûå ïðåîáðàçóþòñÿ â ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Y0, íàçûâàåòñÿ ïðîîáðàçîì Y0 ïðè îòîá-ðàæåíèè f è îáîçíà÷àåòñÿ f�1(Y0):f�1(Y0) = fx 2 X j f(x) 2 Y0 g:Ïðèìåð: f : R! R, f(x) = x2, Y0 = [�20; 1). Òîãäà f�1(Y0) = (�1; 1).4. Îòîáðàæåíèå íà ìíîæåñòâî. Îòîáðàæåíèå f ìíîæåñòâà X â ìíîæåñòâî Yíàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì íà ìíîæåñòâî Y , åñëè f(X) = Y . Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðèîòîáðàæåíèè íà Y óðàâíåíèå y = f(x) ïðè ëþáîì y 2 Y ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíîõîòÿ áû îäíîãî ýëåìåíòà x 2 X.Ïðèìåð: îòîáðàæåíèå y = x2, x 2 R íå åñòü îòîáðàæåíèå íà Y , åñëè Y = R, îäíàêîîíî áóäåò îòîáðàæåíèåì íà Y , åñëè Y = [0;1).5. Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå. Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ âçàèìíî îäíî-çíà÷íûì, åñëè â êàæäûé ýëåìåíò y 2 Y îòîáðàæàåòñÿ îäèí èëè íè îäíîãî ýëåìåíòàx 2 X.6. Áèåêöèÿ (èëè áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå èëè âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå).Åñëè f âçàèìíî îäíîçíà÷íî è ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì íà Y , òî îíî íàçûâàåòñÿ áè-åêöèåé. Â ýòîì ñëó÷àå êàæäîìó ýëåìåíòó ìíîæåñòâà X ñîîòâåòñòâóåò îäèí è òîëüêîîäèí ýëåìåíò ìíîæåñòâà Y , è íàîáîðîò.



8Ñ ïîíÿòèåì áèåêöèè ñâÿçàíî ïîíÿòèå ðàâíîìîùíîñòè ìíîæåñòâ. Äâà ìíîæåñòâàA è B íàçûâàþòñÿ ðàâíîìîùíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå A íàB. Ìíîæåñòâî C íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíûì, åñëè îíî ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó íàòóðàëüíûõ÷èñåë N. Ìíîæåñòâî D íàçûâàåòñÿ êîíòèíóàëüíûì (èëè ìîùíîñòü D åñòü êîíòè-íóóì), åñëè îíî ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R. Ìíîæåñòâà N è R íåðàâíîìîùíû. Ëþáîé íåïóñòîé èíòåðâàë (a; b) èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóì.7. Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå. Ïóñòü f � áèåêöèÿ. Òîãäà äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòày 2 Y ñóùåñòâóåò è ðîâíî îäèí ýëåìåíò x 2 X, äëÿ êîòîðîãî y = f(x). Ïîýòîìóìîæíî îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå g : Y ! X, êîòîðîå ïðåîáðàçóåò y 2 Y â ðåøåíèåx óðàâíåíèÿ y = f(x). Îòîáðàæåíèå g íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ïî îòíîøåíèþ ê f èîáîçíà÷àåòñÿ g = f�1.8. Êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé (èëè ñëîæíîå îòîáðàæåíèå èëè ñóïåðïîçèöèÿ îòîá-ðàæåíèé). Ïóñòü f : X ! Y , Y � Y1 è g : Y1 ! Z. Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü îòîáðà-æåíèé h : X ! Z ïðàâèëîì h(x) = g(f(x)). Îòîáðàæåíèå h íàçûâàåòñÿ êîìïîçèöèåéf è g. Îíî îáîçíà÷àåòñÿ h = g Æ f .



9ÏðåäåëûÏðåäåë ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòèÎïðåäåëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿíàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà.Ïóñòü a � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ýòî çíà÷èò, ÷òî a : N ! Y , ãäå Y � ìíîæåñòâîçíà÷åíèé. Ïî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ, äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n çàäàíî÷èñëî y = a(n). Ïî óñòàíîâèâøåéñÿ òðàäèöèè ýòî çíà÷åíèå îáîçíà÷àåòñÿ íå a(n), à an,è íàçûâàåòñÿ ÷ëåíîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ñàìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a îáîçíà÷àåòñÿíå êàê îòîáðàæåíèå, à â âèäå ñîâîêóïíîñòè: a = (an)1n=1.Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë, ò.å. Y = R,ò.å. an � ÷èñëî ïðè êàæäîì n.Îïðåäåëåíèå îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a = (an)1n=1íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé ñâåðõó (ñîîòâåòñòâåííî, ñíèçó), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñ-ëî M , ÷òî an �M (ñîîòâåòñòâåííî, an �M) ïðè âñåõ n 2 N.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè îíà îãðàíè÷åíà ñíèçó è ñâåð-õó.Îïðåäåëåíèå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïóñòü a = (an)1n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòüâåùåñòâåííûõ ÷èñåë, à k = (ki)1i=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è ki+1 >ki ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ i. Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî i ÷èñëî bi = aki.Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b = (bi)1i=1 íàçûâàåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè a ñ èíäåêñàìè k. Îíà îáîçíà÷àåòñÿ b = (aki)1i=1.Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè a = (an)1n=1, åñëè8" > 0 9N 2 N : 8n > N jan � Aj < ":Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáîçíà÷àåòñÿA = limn!1 an;à òàêæå an ! A ïðè n!1.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé, åñëè îíà èìååò ïðåäåë, ðàâíûéíóëþ.Îïðåäåëåíèå áåñêîíå÷íîãî ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a =(an)1n=1 èìååò áåñêîíå÷íûé ïðåäåë (èëè ïðåäåë ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâåí1), åñ-ëè 8M > 0 9N 2 N : 8n > N janj > M:�îâîðÿò, ÷òî ïðåäåë ðàâåí +1, åñëè ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî çàìåíåíî íà an > M ,è ÷òî ïðåäåë ðàâåí �1, åñëè íà an < �M .Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé, åñëè îíà èìååò áåñêîíå÷íûéïðåäåë.Îïðåäåëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îòäåëåííîé îò íóëÿ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüa = (an)1n=1 íàçûâàåòñÿ îòäåëåííîé îò íóëÿ (èëè îòäåëèìîé îò íóëÿ), åñëè ñóùå-ñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî C > 0, ÷òî janj � C ïðè âñåõ n 2 N.



10Òåîðåìà îá îãðàíè÷åííîñòè è îòäåëåííîñòè îò íóëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, èìå-þùèõ ïðåäåë.1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an)1n=1 èìååò ïðåäåë. Òîãäà îíà îãðàíè÷åíà.2. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an)1n=1 èìååò áåñêîíå÷íûé ïðåäåë. Òîãäà îíà íå îãðà-íè÷åíà.3. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an)1n=1 èìååò ïðåäåë A 6= 0 è ñðåäè åå ÷ëåíîâ íåòíóëåé. Òîãäà îíà îòäåëåíà îò íóëÿ.Äîêàçàòåëüñòâî.1. Äëÿ " = 1 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëîN , ÷òî ïðè âñåõ n > N âûïîëíåíî íåðàâåíñòâîjan�Aj < 1. Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî janj < jAj+1 ïðè n > N . ÏóñòüM � íàèáîëüøåå èç ÷èñåë ja1j, ja2j, : : :, jaN j, jAj + 1. Òîãäà, î÷åâèäíî, janj � M ïðèâñåõ n.2. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëàM âñå ÷èñëà janj áîëüøå M , íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà N .Ïîýòîìó óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè, î÷åâèäíî, íå âûïîëíåíî.3. Äëÿ " = jAj=2 > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî N , ÷òî ïðè âñåõ n > N âûïîëíåíîíåðàâåíñòâî jan � Aj < jAj=2. Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî janj � jAj �jAj=2 = jAj=2 ïðè n > N . Ïóñòü M � íàèìåíüøåå èç ÷èñåë ja1j, ja2j, : : :, jaN j, jAj=2.Îíî ïîëîæèòåëüíî. Òîãäà, î÷åâèäíî, janj �M ïðè âñåõ n.Òåîðåìà îá îãðàíè÷åííîñòè è îòäåëåííîñòè îò íóëÿ îáðàòíûõ âåëè÷èí.Ïóñòü â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a = (an)1n=1 íåò íóëåâûõ ÷ëåíîâ. Îïðåäåëèì ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü îáðàòíûõ âåëè÷èí: b = (1=an)1n=1.1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a îãðàíè÷åíà, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b îòäåëåíà îòíóëÿ.2. Åñëè a îòäåëåíà îò íóëÿ, òî b � îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.3. Åñëè an ! 0, òî b èìååò áåñêîíå÷íûé ïðåäåë.4. Åñëè an !1, òî b ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.Äîêàçàòåëüñòâî.1. Ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî M , ÷òî janj � M ïðè âñåõ n. Îïðåäåëèì C = 1=M > 0.Òîãäà 1=janj � 1=M = C.2. Ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî C > 0, ÷òî janj � C ïðè âñåõ n. Îïðåäåëèì M = 1=C.Òîãäà 1=janj � 1=C =M .3. Ïóñòü ÷èñëî M > 0 � ïðîèçâîëüíîå. Îïðåäåëèì " = 1=M . Òîãäà ñóùåñòâóåòòàêîé íîìåð N , ÷òî janj < " = 1=M ïðè âñåõ n > N . Ýòî çíà÷èò, ÷òî 1=janj > M ïðèòåõ æå n. Ïîýòîìó b èìååò áåñêîíå÷íûé ïðåäåë.4. Ïóñòü ÷èñëî " > 0 � ïðîèçâîëüíîå. Îïðåäåëèì M = 1=". Òîãäà ñóùåñòâóåòòàêîé íîìåð N , ÷òî janj > M = 1=" ïðè âñåõ n > N . Ýòî çíà÷èò, ÷òî 1=janj < " ïðèòåõ æå n. Ïîýòîìó ÷èñëî 0 ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè b.Òåîðåìà î ïðîèçâåäåíèè íà îãðàíè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.�àññìîòðèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: a = (an)1n=1 è b = (bn)1n=1. Ïóñòü 
 = (
n)1n=1� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ïðîèçâåäåíèé, 
n = anbn ïðè âñåõ n. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 
áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü 
 = (anbn)1n=1.1. Ïóñòü an ! 0 è b îãðàíè÷åíà. Òîãäà anbn ! 0.2. Ïóñòü an !1 è b îòäåëåíà îò íóëÿ. Òîãäà anbn !1.Äîêàçàòåëüñòâî.1. Ïóñòü jbnj � B ïðè âñåõ n. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî " > 0.Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî N , ÷òî janbnj < " ïðè n > N .



11Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà èç an ! 0 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ÷èñëà "1 = "=B ñóùåñòâóåòòàêîå ÷èñëî N , ÷òî janj < "1 ïðè âñåõ n > N . Îäíàêî, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî janbnj <B"1 = " ïðè n > N .2. Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî C > 0, ÷òî jbnj � C ïðè âñåõ n. Âûáå-ðåì ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî M > 0. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåòòàêîå ÷èñëî N , ÷òî janbnj �M ïðè n > N .Ïî îïðåäåëåíèþ áåñêîíå÷íîãî ïðåäåëà èç an ! 1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ÷èñëà M1 =M=C ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî N , ÷òî janj � M1 ïðè âñåõ n > N . Îäíàêî, îòñþäàñëåäóåò, ÷òî janbnj � CM1 =M ïðè n > N .Òåîðåìà î ñóììå áåñêîíå÷íî ìàëûõ è áåñêîíå÷íî áîëüøèõ.�àññìîòðèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: a = (an)1n=1 è b = (bn)1n=1. Ïóñòü 
 = (
n)1n=1� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ñóìì, 
n = an + bn ïðè âñåõ n. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 
 áóäåìòàêæå îáîçíà÷àòü 
 = (an + bn)1n=1.1. Åñëè an ! 0 è bn ! 0, òî an + bn ! 0.2. Åñëè an !1 è bn !1 è ïðè êàæäîì n çíàêè an è bn ñîâïàäàþò, òî an+bn !1.Äîêàçàòåëüñòâî.1. Ïóñòü " > 0. Äëÿ ÷èñëà "1 = "=2 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî Na, ÷òî janj < "1 ïðèâñåõ n > Na. Äëÿ ýòîãî æå ÷èñëà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî Nb, ÷òî jbnj < "1 ïðè âñåõn > Na. Îïðåäåëèì N êàê íàèáîëüøåå èç ÷èñåë Na è Nb.Åñëè n > N , òî n > Na è n > Nb, è ïîýòîìó janj < "=2 è jbnj < "=2. Ñëåäîâàòåëüíî,jan + bnj < ".2. Åñëè çíàêè an è bn ñîâïàäàþò, òî jan + bnj � janj. Ïîýòîìó an + bn !1.Òåîðåìà î ïðåäåëå ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî.Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a = (an)1n=1 è b = (bn)1n=1 èìåþò (êîíå÷íûå) ïðåäåëû,ñîîòâåòñòâåííî, A è B.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an + bn)1n=1 èìååò ïðåäåë, ðàâíûé A+B.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (anbn)1n=1 èìååò ïðåäåë, ðàâíûé AB.3. Åñëè B 6= 0 è ñðåäè ÷èñåë bn íåò íóëåé, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an=bn)1n=1 èìååòïðåäåë, ðàâíûé A=B.Äîêàçàòåëüñòâî.�àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ îáùèìè ÷ëåíàìè �n = an�A è �n = bn�B. Èçîïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ñëåäóåò, ÷òî �n ! 0 è �n ! 0 ïðè n!1.1. Ïî òåîðåìå î ñóììå áåñêîíå÷íî ìàëûõ: �n+�n ! 0. Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ�n è �n: an + bn � A�B ! 0. Èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ñëåäóåò, ÷òî an + bn ! A+Bïðè n!1.2. Â âûðàæåíèè anbn � AB = A�n + B�n + �n�n êàæäîå ñëàãàåìîå ñòðåìèòñÿ êíóëþ ïî òåîðåìàì î ïðîèçâåäåíèè íà îãðàíè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïî òåîðåìåî ñóììå áåñêîíå÷íî ìàëûõ ýòà ñóììà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.3. Ïî òåîðåìå îá îòäåëåííîñòè îò íóëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èìåþùåé íåíóëåâîéïðåäåë, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bn îòäåëåíà îò íóëÿ. Ïî òåîðåìå îá îãðàíè÷åííîñòè îá-ðàòíûõ âåëè÷èí ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1=bn îãðàíè÷åíà. Äàëåå,1bn � 1B = 1bn 1B (B � bn) = � 1bn 1B�n ! 0ïî òåîðåìå î ïðîèçâåäåíèè áåñêîíå÷íî ìàëîé íà îãðàíè÷åííóþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü 1=bn ñõîäèòñÿ ê 1=B. Ïî òîëüêî ÷òî äîêàçàííîìó óòâåðæäåíèþ î



12ïðåäåëå ïðîèçâåäåíèÿ anbn = 1bnan ! 1BAïðè n!1.Òåîðåìà î ïðåäåëå ñæàòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a = (an)1n=1, b = (bn)1n=1 è 
 = (
n)1n=1 îáëàäàþò ñëå-äóþùèì ñâîéñòâîì: ïðè êàæäîì n ëèáî an � bn � 
n, ëèáî 
n � bn � an. Ïóñòüïîñëåäîâàòåëüíîñòè a è 
 èìåþò îäèíàêîâûé ïðåäåë A. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bèìååò ïðåäåë è ýòîò ïðåäåë ðàâåí A.Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü " > 0. Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîé íîìåð N , ÷òî jbn � Aj < " ïðè âñåõ n > N .Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a è 
 èìåþò ïðåäåë, ïîýòîìó äëÿ çàäàííîãî " ñóùåñòâóþò òàêèå÷èñëà Na è N
, ÷òî jan�Aj < " ïðè n > Na, è j
n�Aj < " ïðè n > N
. Îáà íåðàâåíñòâàâûïîëíåíû, åñëè n > Na è n > N
, ò.å. ïðè n > maxfNa; N
g.Îïðåäåëèì N êàê ìàêñèìàëüíîå èç ÷èñåë Na è N
. Òîãäà ïðè n > N îäíîâðåìåííîan è 
n íàõîäÿòñÿ â ïðîìåæóòêå (A� "; A+ "). Íî ÷èñëà bn íàõîäÿòñÿ ìåæäó an è 
n.Ïîýòîìó bn òàêæå íàõîäèòñÿ â ýòîì ïðîìåæóòêå, ò.å. jbn � Aj < ".Îïðåäåëåíèå ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a = (an)1n=1 íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé, åñëè an � an+1 ïðèâñåõ íàòóðàëüíûõ n. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåé, åñëèan < an+1 ïðè âñåõ n.Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an � an+1) è ñòðîãîóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an > an+1).Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé, åñëè îíà âîçðàñòàþùàÿ èëè óáûâà-þùàÿ.Òåîðåìà î ïðåäåëå ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.Âîçðàñòàþùàÿ îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò (êîíå÷íûé) ïðå-äåë. Âîçðàñòàþùàÿ íåîãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòðåìèòñÿ ê +1.Àíàëîãè÷íî, óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèáî îãðàíè÷åíà ñíèçó è òîãäà èìååò(êîíå÷íûé) ïðåäåë, ëèáî íåîãðàíè÷åíà è òîãäà ñòðåìèòñÿ ê �1.Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a = (an)1n=1 âîçðàñòàþùàÿ. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüîãðàíè÷åíà, ò.å. ìíîæåñòâî åå çíà÷åíèé S = fanjn 2 N g îãðàíè÷åíî. Ó îãðàíè÷åííîãîìíîæåñòâà ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü. Îáîçíà÷èì åå A è äîêàæåì, ÷òî ÷èñëîA åñòü ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a.Ïóñòü " > 0. ×èñëî A � " íå ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà S, òàê êàê îíîìåíüøå, ÷åì A. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî N , òî aN > A � ". Îäíàêî, ïðèn > N ÷èñëà an ìîãóò íàõîäèòüñÿ òîëüêî â ïðîìåæóòêå (A� "; A℄ è, ñëåäîâàòåëüíî,jan � Aj < ". Ýòî óñëîâèå ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì ïðåäåëà.Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a íåîãðàíè÷åíà. Äîêàæåì, ÷òî åå ïðåäåë ðàâåí +1.Ïóñòü M > 0. Ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî N , ÷òî aN > M . Íî òîãäà è an > M ïðè âñåõn > N , ÷òî ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì áåñêîíå÷íîãî ïðåäåëà, ðàâíîãî +1.Ïðåäåë �óíêöèèÎäíèì èç öåíòðàëüíûõ ïîíÿòèé ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüòî÷êè. Îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a íàçûâàåòñÿ ëþáîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå îòêðûòûé



13èíòåðâàë, â êîòîðûé âõîäèò a. Íàïðèìåð, èíòåðâàë (a � Æ; a + Æ) ÿâëÿåòñÿ îêðåñò-íîñòüþ òî÷êè a (ïðè Æ > 0). Ëþáîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå õîòÿ áû êàêóþ-íèáóäüîêðåñòíîñòü òî÷êè, ÿâëÿåòñÿ òàêæå îêðåñòíîñòüþ ýòîé òî÷êè. Âàæíîå ñâîéñòâî îêðåñò-íîñòåé ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ îêðåñòíîñòåé îäíîé è òîé æå òî÷êèåñòü îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè.Ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ïîëó÷åííîå óäàëåíèåìñàìîé òî÷êè a èç îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîêîëîòûõîêðåñòíîñòåé òî÷êè åñòü òàêæå ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè.Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî �óíêöèÿ f çàäàíà â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîéîêðåñòíîñòè òî÷êè a.Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà �óíêöèè â òî÷êå. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì �óíêöèèf â òî÷êå a, åñëè8" > 0 9Æ > 0 : åñëè jx� aj < Æ è x 6= a; òî jf(x)� Aj < ":Îáîçíà÷åíèå: f(x)! A ïðè x! a èëèlimx!a f(x) = A:Äðóãèìè ñëîâàìè, ÷èñëî A ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì �óíêöèè f â òî÷êå a, åñëè äëÿëþáîãî ÷èñëà " > 0 íåðàâåíñòâî jf(x) � Aj < " âûïîëíåíî äëÿ âñåõ x èç íåêîòîðîéïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a.Îïðåäåëåíèå áåñêîíå÷íîãî ïðåäåëà �óíêöèè â òî÷êå. Ôóíêöèÿ f èìååò áåñêî-íå÷íûé ïðåäåë â òî÷êå a, åñëè8M 2 R 9Æ > 0 : åñëè jx� aj < Æ è x 6= a; òî jf(x)j > M:Îáîçíà÷åíèå: f(x)!1 ïðè x! a èëèlimx!a f(x) =1:Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ áåñêîíå÷íûå ïðåäåëû ñî çíàêîì, ò.å. limx!a f(x) = +1(â îïðåäåëåíèè f(x) > M) è limx!a f(x) = �1 (â îïðåäåëåíèè f(x) < M).Ïî îïðåäåëåíèþ, îêðåñòíîñòüþ òî÷êè +1 íàçûâàåòñÿ ëþáîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæà-ùåå êàêîé-íèáóäü ëó÷ (
;+1).Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà �óíêöèè â áåñêîíå÷íîñòè. Ïóñòü �óíêöèÿ f îïðåäåëåíàïî êðàéíåé ìåðå íà íåêîòîðîì ëó÷å (
;+1). ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì �óíêöèèf â +1, åñëè 8" > 0 9K 2 R : åñëè x > K; òî jf(x)� Aj < ":Îáîçíà÷åíèå: f(x)! A ïðè x! +1 èëèlimx!+1 f(x) = A:Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïðåäåë ïðè x ! �1. Ôóíêöèÿ f äîëæíà áûòü îïðå-äåëåíà ïî êðàéíåé ìåðå íà ëó÷å (�1; 
) è â îïðåäåëåíèè ïðåäåëà x > K ñëåäóåòçàìåíèòü íà x < K.Ïðåäåë limx!1 f(x) îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ �óíêöèè f , çàäàííîé ïî êðàéíåé ìåðå íàíåêîòîðûõ ëó÷àõ, íàïðàâëåííûõ â +1 è â �1, ò.å. íà ìíîæåñòâå (�1; 
) [ (d;+1)ñ íåêîòîðûìè ÷èñëàìè 
 è d. Â îïðåäåëåíèè ñëåäóåò ïîäñòàâèòü jxj > K.



14Îïðåäåëåíèå îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ.Ïóñòü a 2 R è îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè f ñîäåðæèò íåêîòîðûé èíòåðâàë(a; b) ñ ëåâûì êîíöîì â òî÷êå a. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ñïðàâà �óíêöèè f âòî÷êå a, åñëè 8" > 0 9Æ > 0 : åñëè a < x < a + Æ; òî jf(x)� Aj < ":Îáîçíà÷åíèå: limx!a+0 f(x) = A.Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäåë ñëåâà �óíêöèè f â òî÷êå a. Â îïðåäåëåíèè ó÷àñò-âóþò òå çíà÷åíèÿ x, äëÿ êîòîðûõ a� Æ < x < a. Îáîçíà÷åíèå: limx!a�0 f(x) = A.Òåîðåìà î ñâÿçè ïðåäåëà è îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ.Äëÿ òîãî, ÷òîáû �óíêöèÿ f èìåëà ïðåäåë â òî÷êå a 2 R, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,÷òîáû îíà èìåëà îáà îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëà â ýòîé òî÷êå, êîòîðûå áûëè áû ðàâíû.Äîêàçàòåëüñòâî.1. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü �óíêöèÿ èìååò ïðåäåë A â òî÷êå a. Èç îïðåäåëåíèÿïðåäåëà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî A ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïðåäåëîì ñëåâà è ïðåäåëîì ñïðàâà�óíêöèè f â òî÷êå A.2. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü " > 0. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ñëåâà ñóùåñòâóåò òàêîå÷èñëî Æ+ > 0, ÷òî jf(x)�Aj < " ïðè âñåõ x â èíòåðâàëå a < x < a+ Æ+. Àíàëîãè÷íî,ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ñëåâà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî Æ� > 0, ÷òî jf(x)�Aj < " ïðèâñåõ x â èíòåðâàëå a � Æ� < x < a. Îïðåäåëèì Æ = minfÆ+; Æ�g. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëèjx � aj < Æ è x 6= a, òî ëèáî a < x < a + Æ+, ëèáî a � Æ� < x < a. Â îáîèõ ñëó÷àÿõjf(x)� Aj < ", ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî A åñòü ïðåäåë f â òî÷êå a.�îâîðÿò, ÷òî íåêîòîðîå ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ âáëèçè òî÷êè a, åñëè ñóùåñòâóåòòàêàÿ ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè a, â êîòîðîé îíî âûïîëíåíî.Îïðåäåëåíèå îãðàíè÷åííîñòè è îòäåëèìîñòè îò íóëÿ �óíêöèè âáëèçè òî÷êè.Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé âáëèçè òî÷êè a, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïðîêî-ëîòàÿ îêðåñòíîñòü O òî÷êè a, ÷òî ñóæåíèå f íà O îãðàíè÷åíî (ò. å. ñóùåñòâóåò òàêîå÷èñëî C, ÷òî jf(x)j � C äëÿ âñåõ x 2 O).Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ îòäåëèìîé îò íóëÿ âáëèçè òî÷êè a, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü O òî÷êè a, ÷òî ñóæåíèå f íà O îòäåëåíî îò íóëÿ (ò. å.ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî C > 0, ÷òî jf(x)j � C äëÿ âñåõ x 2 O).Òåîðåìà îá îãðàíè÷åííîñòè è îòäåëèìîñòè îò íóëÿ �óíêöèè, èìåþùåé ïðåäåë.Ïóñòü �óíêöèÿ f èìååò ïðåäåë A â òî÷êå a.1. Åñëè A � ÷èñëî, òî f îãðàíè÷åíà âáëèçè òî÷êè a.2. Åñëè A � áåñêîíå÷íîñòü (â ò. ÷. ñî çíàêîì), òî f íå îãðàíè÷åíà âáëèçè òî÷êè a.3. Åñëè A � ÷èñëî è A 6= 0, òî f îòäåëåíà îò íóëÿ âáëèçè òî÷êè a.Äîêàçàòåëüñòâî.1. Îïðåäåëèì " = 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü O òî÷êè a,÷òî jf(x) � Aj < 1 ïðè âñåõ x 2 O. Íî òîãäà â ýòîé îêðåñòíîñòè jf(x)j < 1 + jAj,ïîýòîìó íà O �óíêöèÿ f îãðàíè÷åíà.2. Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü íà íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè O �óíêöèÿ f îãðà-íè÷åíà, ò.å. jf(x)j � C ïðè íåêîòîðîì C > 0. Ïî îïðåäåëåíèþ áåñêîíå÷íîãî ïðåäåëàñóùåñòâóåò äðóãàÿ ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü O1 òî÷êè a, íà êîòîðîé jf(x)j > C. Íîïåðåñå÷åíèå O2 = O \ O1 íåïóñòî. Äëÿ ëþáîãî x 2 O2 îäíîâðåìåííî jf(x)j � C èjf(x)j > C. Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå îá îãðàíè÷åííîñòè �óíê-öèè f íåâåðíî.



153. Îïðåäåëèì " = jAj=2 > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòüO òî÷êè a, ÷òî jf(x) � Aj < jAj=2 ïðè âñåõ x 2 O. Íî òîãäà â ýòîé îêðåñòíîñòèjf(x)j > jAj=2, ïîýòîìó íà O �óíêöèÿ f îòäåëåíà îò íóëÿ.Òåîðåìà î ñæàòîé �óíêöèè.Ïóñòü a 2 R è �óíêöèè f , g, h çàäàíû ïî êðàéíåé ìåðå â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòèòî÷êè a. Ïóñòü1. f(x) � g(x) � h(x) èëè h(x) � g(x) � f(x) äëÿ êàæäîé òî÷êè x èç ýòîéîêðåñòíîñòè.2. Ñóùåñòâóþò ïðåäåëû f è h â òî÷êå a è îíè ðàâíû A.Òîãäà �óíêöèÿ g òàêæå èìååò ïðåäåë â òî÷êå a, è ýòîò ïðåäåë ðàâåí A.Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü " > 0. Èç óñëîâèé limx!a f(x) = A; limx!a h(x) = Añëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà Æf ; Æh > 0, ÷òî åñëè 0 6= jx� aj < Æf , òî jf(x)�Aj < ", à åñëè 0 6= jx� aj < Æh, òî jh(x)� Aj < ".Îïðåäåëèì Æ = minfÆf ; Æhg. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî åñëè x 6= a, jx � aj < Æ, òîjg(x)� Aj < ".Åñëè f(x) � g(x) � h(x), òî�" < f(x)� A � g(x)� A � h(x)� A < ":Ñëåäîâàòåëüíî, jg(x)� Aj < ". Àíàëîãè÷íî äëÿ ñëó÷àÿ h(x) � g(x) � f(x).Òåîðåìà î ïðåäåëå êîìïîçèöèè �óíêöèé.Ïóñòü h = g Æ f � êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé f è g. Ïóñòü �óíêöèÿ f èìååò ïðåäåëâ òî÷êå a, limx!a f(x) = A, à �óíêöèÿ g èìååò ïðåäåë â òî÷êå A, limy!A g(y) = B.Ïðè ýòîì a, A è B ìîãóò áûòü êîíå÷íûìè èëè áåñêîíå÷íûìè, â ò. ÷. +1 è �1. Åñëèïðåäåë A åñòü ÷èñëî è åñëè f ïðèíèìàåò çíà÷åíèå A â ëþáîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòèòî÷êè a, òî äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî g(A) = B.Òîãäà �óíêöèÿ h èìååò ïðåäåë â òî÷êå a, è îí ðàâåí B.Äîêàçàòåëüñòâî.�àññìîòðèì òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà a, A, B åñòü ÷èñëà (íå áåñêîíå÷íîñòè). Ïóñòü"h > 0 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî Æg > 0, ÷òî åñëè 0 6= jy�Aj < Æg,òî jg(y)�Bj < "h. Ïîäñòàâèì â îïðåäåëåíèå ïðåäåëà äëÿ �óíêöèè f â òî÷êå a âìåñòî" ÷èñëî Æg. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî Æf > 0, ÷òî åñëè 0 6= jx � aj < Æf , òîjf(x)� Aj < Æg. Îïðåäåëèì Æh = Æf .Ïóñòü 0 6= jx� aj < Æh. Òîãäà jf(x)� Aj < Æg. Îáîçíà÷èì y = f(x). Åñëè y 6= A, òîjg(y)� Bj < "h, ò.å. jh(x) � Bj < "h. Åñëè æå y = A, òî g(y) = B è, ñëåäîâàòåëüíî,jh(x)� Bj = 0.Òåîðåìà î ñåêâåíöèàëüíîì ïðåäåëå �óíêöèè.Ïóñòü a 2 R è �óíêöèÿ f çàäàíà ïî êðàéíåé ìåðå â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êèa. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:1. f èìååò ïðåäåë â òî÷êå a, ðàâíûé A.2. Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn)1n=1, íå ñîäåðæàùåé òî÷êó a è íàõîäÿùåéñÿâ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè f , åñëè xn ! a, òî f(xn)! A.Äîêàçàòåëüñòâî.1)2 ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé ïðåäåëà �óíêöèè è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.



162)1. Äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî. Îòðèöàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà, ðàâíîãî A, çà-ïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì ëîãè÷åñêèì óòâåðæäåíèåì:9" > 0 : 8Æ > 0 9x 2 (a� Æ; a+ Æ) n fag : jf(x)� Aj � ":Ôèêñèðóåì ýòî ÷èñëî ". Âûáåðåì â êà÷åñòâå Æ ÷èñëî 1=n. Ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî xîáîçíà÷èì xn. Òàê ïîñòóïèì äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n. Ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(xn)1n=1.Ïî ïîñòðîåíèþ, jxn � aj < 1=n. Ñëåäîâàòåëüíî, xn ! a. Îäíàêî, jf(xn) � Aj � "ïðè âñåõ n. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ 2.Òåîðåìà î ïðåäåëå ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ, ÷àñòíîãî.Ïóñòü a 2 R è �óíêöèè f , g çàäàíû ïî êðàéíåé ìåðå â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòèòî÷êè a. Ïóñòü f , g èìåþò ïðåäåëû â òî÷êå a. Òîãäà f +g, fg èìåþò ïðåäåëû â òî÷êåa è limx!a f(x)g(x) = limx!a f(x) limx!a g(x);limx!a(f(x) + g(x)) = limx!a f(x) + limx!a g(x):Åñëè ê òîìó æå limx!a g(x) 6= 0, òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë �óêíöèè f=g â òî÷êå a èlimx!a f(x)g(x) = limx!a f(x)limx!a g(x) :Äîêàçàòåëüñòâî.Ñëåäóåò èç òåîðåìû î ñåêâåíöèàëüíîì ïðåäåëå è ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì î ïðå-äåëå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.Çàìå÷àíèå î ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.Ïóñòü a 2 Rm, X � Rm, çàäàíà �óíêöèÿ f : X ! Rn è íåêîòîðûé ïðîêîëîòûé øàðD = fx 2 Rm : jx� aj < 
; x 6= ag ñ öåíòðîì â òî÷êå a ñîäåðæèòñÿ â X.Âåêòîð A 2 Rn íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì �óíêöèè f â òî÷êå a, åñëè8" > 0 9Æ > 0 : åñëè 0 < jx� aj < Æ; òî jf(x)� Aj < ":Äëÿ îòîáðàæåíèé èç Rm â Rn ñïðàâåäëèâà òåîðåìà î ïðåäåëå ñëîæíîé �óíêöèè.Îäíèì èç îñíîâíûõ ïðèåìîâ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ ÿâëÿåòñÿ çàìåíà ïåðåìåííîé.Ïî ñóùåñòâó ýòî ïðèìåíåíèå òåîðåìû î ïðåäåëå êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé. Ïóñòüòðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ïðåäåë limx!a f(x):Ïóñòü g � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ, x = g(y), è èçâåñòíî, ÷òî g(y) ! a ïðè y ! b. Åñëè�îðìàëüíî ïîäñòàâèòü â ïðåäåë âìåñòî x çíà÷åíèå g(y), à âìåñòî x ! a ïîäñòàâèòüy ! b, òî íîâûé ïðåäåë ïî òåîðåìå î ïðåäåëå êîìïîçèöèè áóäåò ðàâåí èñõîäíîìó.Òî÷íåå, åñëè ïðåäåë �óíêöèè f â òî÷êå a ñóùåñòâóåò, òîlimx!a f(x) = limy!b f(g(y))è ïîñëåäíèé ïðåäåë ñóùåñòâóåò.



17Ïðèìåð. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî sinx=x! 1 ïðè x! 0. Ïóñòüòðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ïðåäåë �óíêöèè sin(2x�2)=(x2�1) ïðè x! 1. Ñäåëàåì çàìåíóïåðåìåííîé: y = 2x� 2. Òîãäà y ! 0 ïðè x! 1. Ïîýòîìólimx!1 sin(2x� 2)x2 � 1 = limx!1 sin(2x� 2)2x� 2 � 2x� 2x2 � 1 = limy!0 sin yy � limx!1 2x+ 1 :Îáà ïîñëåäíèõ ïðåäåëà ñóùåñòâóþò, è òîëüêî ïîýòîìó ïðåäåë ïðîèçâåäåíèÿ áûë çà-ìåíåí íà ïðîèçâåäåíèå ïðåäåëîâ. Â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëî 1.Âû÷èñëåíèå ïðåäåëîâ. �àñêðûòèå íåîïðåäåëåííîñòåéÏðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëà limx!a f(x)g(x)ìîæíî îòäåëüíî âû÷èñëèòü ïðåäåëû �óíêöèé f è g â òî÷êå a è ðàçäåëèòü îäèí íàäðóãîé, íî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ: 1) êàæäûé èç äâóõïðåäåëîâ ñóùåñòâóåò è 2) ïðåäåë çíàìåíàòåëÿ íå ðàâåí íóëþ.Åñëè õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ óñëîâèé íå âûïîëíåíî, òî ïðåäåë îòíîøåíèÿ, òåì íå ìå-íåå, ìîæåò ñóùåñòâîâàòü, à ïðàâèëî åãî âû÷èñëåíèÿ íàçûâàåòñÿ ðàñêðûòèåì íåîïðå-äåëåííîñòè.Íàïðèìåð, ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëàlimx!0 x2x+ x2íåëüçÿ îòäåëüíî ïîäñòàâèòü x = 0 â ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü, òàê êàê ïðåäåë çíà-ìåíàòåëÿ îêàæåòñÿ ðàâíûì íóëþ. Îáà ïðåäåëà ðàâíû íóëþ, è ïîýòîìó òàêîé ïðåäåëíàçûâàåòñÿ íåîïðåäåëåííîñòüþ òèïà 00 .Äëÿ ðàñêðûòèÿ ýòîé íåîïðåäåëåííîñòè äîñòàòî÷íî ñîêðàòèòü äðîáü íà x, è çàòåìóæå âû÷èñëèòü îòíîøåíèå ïðåäåëà ÷èñëèòåëÿ ê ïðåäåëó çíàìåíàòåëÿ. Ïîëó÷àåòñÿ÷èñëî 0=1 = 0.Îòíîøåíèå òåõ æå �óíêöèé ïðè x ! 1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííîñòüþ, êî-òîðàÿ èìååò òèï 11 . Îäíàêî, åå ìîæíî ðàñêðûòü, è ïðåäåë ðàâåí 1.1. Ïðåäåë îòíîøåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ïðè x!1.Ïóñòü P (x) è Q(x) � äâà ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíåé n è m:P (x) = p0 + p1x + : : :+ pnxn; pn 6= 0;Q(x) = q0 + q1x+ : : :+ qmxm; qm 6= 0:Äîêàæåì, ÷òî limx!1 P (x)Q(x) = 8<: 0; åñëè n < m;1; åñëè n > m;pnqm ; åñëè n = m:Ïóñòü n < m. �àçäåëèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà xn. Ïîëó÷èòñÿlimx!1 P (x)Q(x) = limx!1 P (x)Q(x) = p0xn + p1xn�1 + : : :+ pnq0xn + p1xn�1 + : : :+ qmxm�n :×èñëèòåëü èìååò ïðåäåë, ðàâíûé pn, à çíàìåíàòåëü ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, òàêêàê ñîäåðæèò ñëàãàåìîå qmxm�n è m� n > 0. Ïîýòîìó ïðåäåë äðîáè ðàâåí íóëþ.



18Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè n > m ïîñëå äåëåíèÿ íà xm çíàìåíàòåëü èìååòïðåäåë, ðàâíûé qm, à ÷èñëèòåëü ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè èç�çà ñëàãàåìîãî pnxn�m.Ïðè n = m ïîñëå äåëåíèÿ íà xn ïðåäåë ÷èñëèòåëÿ ðàâåí pn, à ïðåäåë çíàìåíàòåëÿðàâåí qm, ïîýòîìó ïðåäåë äðîáè ðàâåí pn=qm.2. Ïðåäåë îòíîøåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ïðè x! a.Ïóñòü a � íåêîòîðîå ÷èñëî è P (x), Q(x) � äâà ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíåé n è m:P (x) = p0 + p1x + : : :+ pnxn; pn 6= 0;Q(x) = q0 + q1x+ : : :+ qmxm; qm 6= 0;Ïîêàæåì, ÷òî ïðåäåë èõ îòíîøåíèÿ â òî÷êå a ñóùåñòâóåò (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷-íûé) è ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ. Îáà ìíîãî÷ëåíà èìåþò êîíå÷íûå ïðåäåëû ïðè x ! a,ðàâíûå P (a) è Q(a), ñîîòâåòñòâåííî.Åñëè Q(a) 6= 0, òî ïî òåîðåìå î ïðåäåëå îòíîøåíèÿ �óíêöèélimx!a P (x)Q(x) = P (a)Q(a)Ïóñòü Q(a) = 0. Åñëè ïðè ýòîì P (a) 6= 0, òî �óíêöèÿ P (x) îòäåëåíà îò íóëÿâáëèçè òî÷êè a è 1=Q(x) � áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ â òî÷êå a. Ñëåäîâàòåëüíî, P (x)=Q(x)� áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ â òî÷êå a è ïðåäåë ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè.Íàèáîëåå âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé P (a) = 0 è Q(a) = 0. Ïîëó÷àåòñÿ íåîïðåäå-ëåííîñòü òèïà 00 . Îíà ëåãêî ñâîäèòñÿ ê îäíîìó èç ðàçîáðàííûõ ñëó÷àåâ ñëåäóþùèìñïîñîáîì.Ïî òåîðåìå Áåçó åñëè ìíîãî÷ëåí èìååò êîðåíü â òî÷êå x = a, òî îí äåëèòñÿ íàöåëîíà (x � a). Ïîýòîìó P (x) = (x � a)P1(x), Q(x) = (x � a)Q1(x), ãäå P1(x) è Q1(x) �ìíîãî÷ëåíû. Íà (x� a) ìîæíî ñîêðàòèòü, è òîãäàlimx!a P (x)Q(x) = limx!a P1(x)Q1(x) ;ïðè÷åì ñòåïåíè P1(x) è Q1(x) óìåíüøèëèñü íà 1 ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòåïåíÿìè P (x) èQ(x). Ïîëó÷èëñÿ ñíîâà ïðåäåë îòíîøåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ. Åñëè P1(a) = 0 è Q1(a) = 0,òî ýòè ìíîãî÷ëåíû ñíîâà ìîæíî ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè è ñîêðàòèòü (x� a). Ïðèêàæäîì ñîêðàùåíèè ñòåïåíè ïîëèíîìîâ â ÷èñëèòåëå è â çíàìåíàòåëå óìåíüøàþòñÿíà 1. Ïîýòîìó òàêèõ ñîêðàùåíèé ìîæåò áûòü òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî, è, íàêîíåö,çíà÷åíèå â òî÷êå x = a ÷èñëèòåëÿ èëè çíàìåíàòåëÿ áóäåò íåíóëåâûì. À òîãäà ïðåäåëâû÷èñëÿåòñÿ òàê, êàê óêàçàíî äëÿ ïðåäûäóùèõ ñëó÷àåâ.3. Ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë.limx!0 sin xx = 1:Ïóñòü 0 < x < �=2. Òî÷êó íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùóþ äëèíå äó-ãè x, îáîçíà÷èì M . Ïóñòü O � íà÷àëî êîîðäèíàò è A � íà÷àëî åäèíè÷íîé îêðóæíî-ñòè, ò.å. òî÷êà 1 íà îñè àáñöèññ. Âåðòèêàëüíàÿ ëèíèÿ x = 1 ÿâëÿåòñÿ îñüþ òàíãåíñîâ.Îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé OM ñ îñüþ òàíãåíñîâ ÷åðåç B. Òîãäà äëèíàîòðåçêà AB ðàâíà tg x.Òðåóãîëüíèê OAM ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ñåêòîðà OAM , êîòîðûé â ñâîþ î÷åðåäü ÿâëÿ-åòñÿ ÷àñòüþ òðåóãîëüíèêà OAB. Â òðåóãîëüíèêå OAM îñíîâàíèå ðàâíî 1, à âûñîòà �



19sinx, ïîýòîìó ïëîùàäü åñòü (sinx)=2. Â ñåêòîðå OAB ðàäèóñ ðàâåí 1, à óãîë ðàñòâîðà� x. Ïîýòîìó ïëîùàäü ñåêòîðà åñòü x=2. Íàêîíåö, ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà OAB åñòü(tg x)=2. Íàïèøåì íåðàâåíñòâî ïëîùàäåé ýòèõ �èãóð:sin x < x < tg x:�àçäåëèì ýòè íåðàâåíñòâà íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî sinx è ïåðåéäåì ê îáðàòíûìâåëè÷èíàì: 1 > sin xx > 
os x:Ïðè x ! 0 ëåâîå è ïðàâîå âûðàæåíèÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå ñòðåìÿòñÿ ê 1. Ïîòåîðåìå î ñæàòîé �óíêöèè limx!0+0 sin xx = 1:Åñëè æå ��=2 < x < 0, òî îïðåäåëèì y = �x. �àññìîòðèì ñëîæíîå îòîáðàæåíèåh: x! y! sin yy ;òàê ÷òî h(x) = sin yy = sin(�x)�x = sinxx ; ��2 < x < 0:Ïîñêîëüêó y > 0, òî sin y=y ! 1 ïðè y ! 0 + 0. Ïî òåîðåìå î ïðåäåëå êîìïîçèöèè�óíêöèé ñóùåñòâóåò ïðåäåë �óíêöèè h ïðè x! 0�0, ðàâíûé êîìïîçèöèè ïðåäåëîâ.À èìåííî, ïðè x! 0� 0: y ! 0 + 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, h(x)! 1, ò.å.limx!0�0 sin xx = 1:Òàêèì îáðàçîì, îáà îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëà, êàê ñëåâà, òàê è ñïðàâà, ðàâíû 1.Ïîýòîìó ïðåäåë ïðè x! 0 ñóùåñòâóåò è ðàâåí 1, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.4. Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë.limx!1�1 + 1x�x = e:�àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = (1 + 1=n)n. Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü n ðàâíî-ñèëüíî n�1 óìíîæåíèþ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ìîæíî ðàñêðûâàòü ñêîáêè. Ïîëó-÷àþùàÿñÿ ñóììà èçâåñòíà êàê áèíîì Íüþòîíà. Â îáùåì âèäå ðåçóëüòàò çàïèñûâàåòñÿ�îðìóëîé(x+ y)n = xn + C1nxyn�1 + C2nx2yn�2 + � � �+ Cn�1n xn�1y + yn = nXk=0 Cknxkyn�k;â êîòîðîé ÷èñëà Ckn íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìè ñî÷åòàíèé èç n ïî k è ðàâíûCkn = n!k!(n� k)! = n(n� 1) � � � (n� k + 1)1 � 2 � : : : � k ; k = 0; 1; : : : ; n:Ýòè ÷èñëà ñî÷åòàíèé îáëàäàþò ñâîéñòâîì ñèììåòðèè: Ckn = Cn�kn . Âñå îíè öåëûå.Ïîëåçíî ïîìíèòü ïåðâûå çíà÷åíèÿ: C0n = 1, C1n = n, C2n = n(n� 1)=2.



20Â äàííîì ñëó÷àå ïðè x = 1, y = 1=n ïîëó÷èòñÿ�1 + 1n�n = 1 + n 1n + n(n� 1)1 � 2 1n2 + n(n� 1)(n� 3)1 � 2 � 3 1n3 + � � �+n(n� 1)(n� 3) � � �11 � 2 � 3 � : : : � n 1nn= 2 + 1� 1n1 � 2 + (1� 1n)(1� 1n�1)1 � 2 � 3 + : : :+ (1� 1n)(1� 1n�1) � � � (1� n�1n )1 � 2 � : : : � n :Êàæäîå ñëàãàåìîå â ïîñëåäíåé ñóììå ìîíîòîííî çàâèñèò îò n: îíî óâåëè÷èâàåò-ñÿ ïðè óâåëè÷åíèè n. Êðîìå òîãî, ïðè óâåëè÷åíèè n íà 1 äîáàâëÿåòñÿ îäíî íîâîåïîëîæèòåëüíîå ñëàãàåìîå. Ïî ýòîé ïðè÷èíåan+1 > an 8n 2 N:Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an âîçðàñòàåò. Äîêàæåì, ÷òî îíà îãðàíè÷åíà.Óâåëè÷èì êàæäîå ñëàãàåìîå â ïîñëåäíåé ñóììå, çàìåíèâ â ÷èñëèòåëå êàæäûéìíîæèòåëü 1� k=n íà 1, à â çíàìåíàòåëå êàæäûé ìíîæèòåëü k, êðîìå 1, íà 2:an < 2 + 12 + 122 + � � �+ 12n�1 = 2 + 12 � 12n1� 12 < 2 + 121� 12 = 3:Ñëåäîâàòåëüíî, âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an)1n=1 îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Ïî òåî-ðåìå î ïðåäåëå ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îíà èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë.Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1 + 1=n)n îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé e â ÷åñòü Ë.Ýéëåðà.×èñëî e èãðàåò áîëüøóþ ðîëü â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå. Ëîãàðè�ìû ñ îñíîâàíèåìe íàçûâàþòñÿ íàòóðàëüíûìè ëîãàðè�ìàìè è îáîçíà÷àþòñÿ ln.Äîêàæåì, ÷òî ÷èñëî e ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïðåäåëîì �óíêöèè (1 + 1=x)x ïðè x!1.Ñíà÷àëà íàéäåì ïðåäåë ýòîé �óíêöèè ïðè x! +1, à çàòåì ïðè x! �1.Ïóñòü x > 0. Öåëóþ ÷àñòü x îáîçíà÷èì n. Òîãäà n � x < n+ 1 è�1 + 1n + 1�n < �1 + 1x�x < �1 + 1n�n+1 :Îïðåäåëèì äâå íîâûå �óíêöèè f è h ðàâåíñòâàìèf(x) = �1 + 1n + 1�n ïðè n � x < n+ 1;h(x) = �1 + 1n�n+1 ïðè n � x < n+ 1:Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè âñåõ x � 1: f(x) � (1 + 1=x)x � h(x).Ïî òåîðåìå î ïðåäåëå ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî íàõîäèìlimx!+1 f(x) = limn!1�1 + 1n + 1�n = limn!1 �1 + 1n+1�n+11 + 1n+1 = e1 = e;limx!+1h(x) = limn!1�1 + 1n�n+1 = limn!1�1 + 1n�n�1 + 1n� = e � 1 = e:Ïî òåîðåìå î ñæàòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �óíêöèÿ g(x) = (1+1=x)x èìååò ïðåäåëïðè x! +1, ðàâíûé e, ò. å. limx!+1�1 + 1x�x = e:



21Âû÷èñëèì ýòîò æå ïðåäåë ïðè x ! �1. Ïóñòü x < 0. Îáîçíà÷èì y = �x èïðîâåäåì òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ:�1 + 1x�x = �1� 1y��y = � yy � 1�y = �1 + 1y � 1�y = �1 + 1y � 1�y�1�1 + 1y � 1� :Åñëè x! �1, òî y ! +1. Åñëè y! +1, òî�1 + 1y � 1�y�1 �1 + 1y � 1�! e � 1 = e:Ïî òåîðåìå î ïðåäåëå êîìïîçèöèè �óíêöèé îòñþäà ñëåäóåò, ÷òîlimx!�1�1 + 1x�x = e:Ïðåäåëû ïðè x ! +1 è ïðè x ! �1 ðàâíû e, ïîýòîìó ïðåäåë ïðè x ! 1ñóùåñòâóåò è ðàâåí e.Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë òàêæå çàïèñûâàþò â âèäålimx!0(1 + x) 1x = e:Ïîðÿäîê áåñêîíå÷íî ìàëûõÁåñêîíå÷íî ìàëîé â òî÷êå a íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé limx!a f(x) = 0.Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî f çàäàíà ïî êðàéíåé ìåðå â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîéîêðåñòíîñòè òî÷êè a. Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî a �èêñèðîâàíî (òî÷êàèëè áåñêîíå÷íîñòü). Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî åñëè a � òî÷êà, òî âñå áåñêîíå÷íîìàëûå çàäàíû â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîêîëîòûõ îêðåñòíîñòÿõ, à åñëè a � áåñêîíå÷íîñòü(âîçìîæíî, ñî çíàêîì), òî �óíêöèè çàäàíû ïî êðàéíåé ìåðå íà ñîîòâåòñòâóþùèõïîëóîñÿõ ((
;+1) è/èëè (�1; d)).Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå áåñêîíå÷íî ìàëûå èç äàííîãî ðàçäåëà îòëè÷íûîò íóëÿ â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíîé òî÷êè. Åñëè ýòî êîíå÷íàÿòî÷êà a, òî f(x) 6= 0 ïðè x 2 (a � �; a + �) n fag. Îòìåòèì, ÷òî â ñàìîé òî÷êå a�óíêöèÿ f ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íîëü.Îïðåäåëåíèå ïîðÿäêà áåñêîíå÷íî ìàëûõ.Ïóñòü f è g � äâå áåñêîíå÷íî ìàëûå.1. �îâîðÿò, ÷òî f åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì g, åñëèlimx!a f(x)g(x) = 0:Îáîçíà÷åíèå: f = o(g) ïðè x! a.2. f èìååò ïîðÿäîê íå âûøå, ÷åì g, åñëè �óíêöèÿ f(x)=g(x) îãðàíè÷åíà âáëèçè a.Îáîçíà÷åíèå: f = O(g) ïðè x! a.3. f è g íàçûâàþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè îäíîãî ïîðÿäêà, åñëè f = O(g) è g = O(f).�àâíîñèëüíîå ñâîéñòâî: �óíêöèÿ f(x)=g(x) îãðàíè÷åíà è îòäåëèìà îò íóëÿ âáëèçè a.4. f è g íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëèlimx!a f(x)g(x) = 1:



22Îáîçíà÷åíèå ýêâèâàëåíòíîñòè: f � g.Çàìå÷àíèå. Åñëè f � g, òî è g � f , ò.å. limx!a g(x)=f(x) = 1. Äåéñòâèòåëüíî,�óíêöèÿ �(x) = f(x)=g(x) îïðåäåëåíà âáëèçè a è èìååò ïðåäåë 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîòåîðåìå î ïðåäåëå ÷àñòíîãî, �óíêöèÿ 1=�(x) = g(x)=f(x) òîæå èìååò ïðåäåë 1.Òåîðåìà. Ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíûõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ.Ïóñòü f è g � áåñêîíå÷íî ìàëûå. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:1. f � g.2. f � g åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì g.Äîêàçàòåëüñòâî.Ñëåäóåò èç ðàâíîñèëüíîñòè óñëîâèé:limx!a f(x)g(x) = 1; limx!a f(x)� g(x)g(x) = 0:Óïðàæíåíèÿ. 1. Ê òåîðåìå ìîæíî äîáàâèòü åùå îäíî ðàâíîñèëüíîå óñëîâèå: f�gåñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì f .2. Åñëè f � g è g � h, òî f � h (ñâîéñòâî òðàíçèòèâíîñòè).Òåîðåìà î çàìåíå ýêâèâàëåíòíûõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ â ïðåäåëå ÷àñòíîãî.Ïóñòü f � f1, g � g1 è ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé ïðåäåëlimx!a f(x)g(x) = A:Òîãäà ñóùåñòâóåò è ðàâåí A ïðåäåëlimx!a f1(x)g1(x) = A:Äîêàçàòåëüñòâî.Îïðåäåëèì �óíêöèè �(x) = f1(x)=f(x),  (x) = g1(x)=g(x) è h(x) = f(x)=g(x).Êàæäàÿ èç ýòèõ �óíêöèé èìååò ïðåäåë ïðè x! a. Ïî òåîðåìå î ïðåäåëå ïðîèçâåäå-íèÿ è ÷àñòíîãî ñóùåñòâóåò è ðàâåí A ïðåäåëA = limx!a h(x)�(x) (x) = limx!a f1(x)g1(x) :Áåñêîíå÷íî áîëüøèå1. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïðè x! a, åñëè limx!a =1.2. Áåñêîíå÷íî áîëüøèå f è g íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëèlimx!a f(x)g(x) = 1:3. �îâîðÿò, ÷òî f åñòü áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì g, ïðèx! a, åñëè limx!a f(x)g(x) =1:



23Äëÿ áåñêîíå÷íî áîëüøèõ �óíêöèé ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå äâóìïîñëåäíèì òåîðåìàì.Òåîðåìà. Ñâîéñòâà áåñêîíå÷íî áîëüøèõ.1. Ïóñòü f è g � áåñêîíå÷íî áîëüøèå ïðè x ! a. Óñëîâèå f � g ðàâíîñèëüíîóñëîâèþ f èìååò áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê, ÷åì f � g.2. Â ïðåäåëå ÷àñòíîãî áåñêîíå÷íî áîëüøèå �óíêöèè ìîæíî çàìåíÿòü íà ýêâèâà-ëåíòíûå.Äîêàçàòåëüñòâî. (Óïðàæíåíèå.)Òàáëèöà ýêâèâàëåíòíûõ áåñêîíå÷íî ìàëûõÏðè x! 0 ñëåäóþùèå áåñêîíå÷íî ìàëûå �óíêöèè ýêâèâàëåíòíû:loga(1 + x) � x 1ln a; a > 0;ax � 1 � x ln a; a > 0;(1 + x)� � 1 � �x; � > 0;sin x � x;1� 
os x � x22 ;tg x � x;ar
sin x � x;ar
tg x � x:Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòèõ ýêâèâàëåíòíîñòåé áóäåò èñïîëüçîâàíî ñâîéñòâî íåïðå-ðûâíîñòè �óíêöèé sinx, tg x è lnx, êîòîðîå îáñóæäàåòñÿ â ñëåäóþùåì ðàçäåëå. Äî-êàæåì ïî î÷åðåäè êàæäóþ èç ïðåäñòàâëåííûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ïî îïðåäåëåíèþýòîãî ñâîéñòâà.1. Âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì (loga y) lna = ln y.limx!0 loga(1 + x) ln ax = limx!0 ln(1 + x)x = limx!0 ln�(1 + x) 1x� = ln e = 1:2. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé: x = loga(y + 1), èëè y = ax � 1, è âîñïîëüçóåìñÿïðåäûäóùåé ýêâèâàëåíòíîñòüþ:limx!0 x ln aax � 1 = ln a limy!0 loga(1 + y)y = 1:3. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé: y = (1 + x)� � 1 è âîñïîëüçóåìñÿ ïåðâîé ýêâèâà-ëåíòíîñòüþ ïðè a = e:1 = limy!0 ln(y + 1)y = limx!0 ln((1 + x)� � 1 + 1)(1 + x)� � 1 = limx!0 � ln(1 + x)(1 + x)� � 1 = limx!0 �x(1 + x)� � 1 :Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ln(1+ x) áûëà çàìåíåíà íà ýêâèâàëåíòíóþáåñêîíå÷íî ìàëóþ �óíêöèþ x.4. Ýòî ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë.5. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé: x = 2y.limx!0 2(1� 
os x)x2 = limx!0 4 sin2 x2x2 = limy!0 4 sin2 y4y2 = �limy!0 sin yy �2 = 1:



246. Ïîñêîëüêó 
os x! 1 ïðè x! 0, òîlimx!0 tg xx = limx!0 sinxx 1
os x = 1:7. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé: x = sin y. Òîãäàlimx!0 ar
sin xx = limy!0 ysin y = 1:8. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé: x = tg y. Òîãäàlimx!0 ar
tg xx = limy!0 ytg y = 1:Äîïîëíèòåëüíûå ñâåäåíèÿ î ïðåäåëàõÒåîðåìà. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â íåðàâåíñòâàõ.1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a = (an)1n=1 è b = (bn)1n=1 èìåþò ïðåäåëû, ñîîòâåò-ñòâåííî, A è B (êîíå÷íûå èëè áåñêîíå÷íûå). Ïóñòü an � bn ïðè âñåõ n 2 N. ÒîãäàA � B.2. Ïóñòü a � ÷èñëî èëè �1. Ïóñòü �óíêöèè f(x) è g(x) çàäàíû íà íåêîòîðîìïðîìåæóòêå (a; b) ñ ëåâûì êîíöîì â òî÷êå a è èìåþò ïðàâîñòîðîííèå ïðåäåëû ïðèx! a+0, ðàâíûå, ñîîòâåòñòâåííî, A è B (êîíå÷íûå èëè áåñêîíå÷íûå). Ïóñòü f(x) �g(x) ïðè âñåõ x 2 (a; b). Òîãäà A � B.Äîêàçàòåëüñòâî. Îáà óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ ïî îäèíàêîâîé ñõåìå îò ïðî-òèâíîãî. Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà a, A è B � ÷èñëà. ÏóñòüA > B. Âûáåðåì ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî " = (A � B)=2. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðàâîñòî-ðîííåãî ïðåäåëà ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà Æf > 0 è Æg > 0, ÷òî åñëè a < x < Æf , òîjf(x)� Aj < ", à åñëè a < x < Æg, òî jg(x)� Bj < ".Ïóñòü Æ � ìèíèìàëüíîå èç ÷èñåë Æf è Æg. Åñëè a < x < Æ, òî âûïîëíåíû ñðàçó îáàíåðàâåíñòâà: jf(x)� Aj < "; jg(x)� Bj < ":Íî òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷èñëàìè A è B äîëæíî áûòü ìåíüøå 2", òàê êàê A > BèA = (A� f(x)) + f(x) � jf(x)� Aj+ f(x) < "+ g(x) = "+ (g(x)�B) +B < 2"+B:Òàêèì îáðàçîì, jA� Bj < 2", ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó " = (A�B)=2.Äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ, à òàêæå âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ïðè a = �1èëè ïðè áåñêîíå÷íîì ïðåäåëå A èëè B îñòàþòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.Òåîðåìà î åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëà.1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an)1n=1 èìååò ïðåäåë A. Òîãäà ýòîò ïðåäåë åäèíñòâåí-íûé, ò.å. íèêàêîå äðóãîå ÷èñëî èëè áåñêîíå÷íîñòü íå ìîãóò áûòü ïðåäåëîì òîé æåïîñëåäîâàòåëüíîñòè.2. Ïóñòü �óíêöèÿ f èìååò ïðåäåë A ïðè x! a. Òîãäà ýòîò ïðåäåë åäèíñòâåííûé.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òîëüêî óòâåðæäåíèå 1, òàê êàê äîêàçàòåëüñòâî óòâåð-æäåíèÿ 2 ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî. Îò ïðîòèâíîãî, ïóñòü A � ÷èñëî è B � äðóãîå ÷èñ-ëî, òàêæå ÿâëÿþùååñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an)1n=1. Âûáåðåì " < jB�Aj=2.Òîãäà óñëîâèÿ jan�Aj < " è jan�Bj < " íå ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî. Íî ïîîïðåäåëåíèþ ïðåäåëà îíè äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ÷èñåën.



25Íåïðåðûâíûå �óíêöèèÎïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîé �óíêöèè â òî÷êå.Ïóñòü a 2 R, O � îêðåñòíîñòü òî÷êè a è �óíêöèÿ f îïðåäåëåíà ïî êðàéíåé ìåðåíà ìíîæåñòâå O.Ïðèðàùåíèåì �óíêöèè f â òî÷êå a íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ �af , îïðåäåëåííàÿ âîêðåñòíîñòè íóëÿ ðàâåíñòâîì�af(h) = f(a+ h)� f(a):Àðãóìåíò h ýòîé �óíêöèè ÷àñòî íàçûâàþò ïðèðàùåíèåì àðãóìåíòà �óíêöèè f .Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå a, åñëè ñóùåñòâóåò è ðàâåí íóëþïðåäåë �af â íóëå: limh!0�af(h) = 0:Óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè â òî÷êå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç îïðåäåëåíèå ïðå-äåëà íà ÿçûêå "�Æ:8" > 0 9Æ > 0 : åñëè jhj < Æ è a + h 2 O; òî jf(a+ h)� f(a)j < ":Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå a + h 2 O íåîáõîäèìî äîáàâèòü ïîòîìó, ÷òî �óíêöèÿ fäîëæíà áûòü îïðåäåëåíà â òî÷êå a+ h. Íàïðîòèâ, óñëîâèå h 6= 0, ïðèñóòñòâóþùåå âîáùåì îïðåäåëåíèè ïðåäåëà, ìîæíî èñêëþ÷èòü, ïîòîìó ÷òî ïðè h = 0 íåðàâåíñòâîjf(a+ h)� f(a)j < " âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè.Åñëè âûïîëíèòü çàìåíó ïåðåìåííîé x = a+ h, òî ïîñëåäíåå îïðåäåëåíèå çàïèñû-âàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:8" > 0 9Æ > 0 : åñëè jx� aj < Æ è x 2 O; òî jf(x)� f(a)j < ":Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ýòî çíà÷èò, ÷òîlimx!a f(x) = f(a):Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ �îðì îïðåäåëåíèÿíåïðåðûâíîñòè �óíêöèè f â òî÷êå a.Ñóùåñòâåííûì îòëè÷èåì îïðåäåëåíèé ïðåäåëà �óíêöèè f â òî÷êå a è íåïðåðûâ-íîñòè �óíêöèè f â òî÷êå a ÿâëÿåòñÿ ó÷àñòèå ñàìîãî çíà÷åíèÿ f(a) â ïîñëåäíåì îïðå-äåëåíèè. Íàïîìíèì, ÷òî �óíêöèÿ f ìîæåò èìåòü ïðåäåë â òî÷êå a, äàæå åñëè îíà âýòîé òî÷êå íå îïðåäåëåíà, íàïðèìåð, ïðè ðàñêðûòèè íåîïðåäåëåííîñòåé.Åñëè âìåñòî ïðåäåëà ïðè h! 0 ïîäñòàâèòü îäíîñòîðîííèé ïðåäåë ïðè h! 0 ñïðà-âà èëè ïðè h ! 0 ñëåâà, òî ïîëó÷èòñÿ ñâîéñòâî �óíêöèè, íàçâàííîå îäíîñòîðîííåéíåïðåðûâíîñòüþ ñëåâà èëè, ñîîòâåòñòâåííî, ñïðàâà.Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé ñëåâà â òî÷êå a, åñëèlimh!0�0�af(h) = 0:Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé ñïðàâà â òî÷êå a, åñëèlimh!0+0�af(h) = 0:



26Ëåììà î ñâÿçè íåïðåðûâíîñòè è îäíîñòîðîííåé íåïðåðûâíîñòè.Äëÿ òîãî, ÷òîáû �óíêöèÿ f áûëà íåïðåðûâíà â òî÷êå a, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,÷òîáû îíà áûëà íåïðåðûâíà ñëåâà â òî÷êå a è íåïðåðûâíà ñïðàâà â òî÷êå a.Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà, òàê êàê �óíêöèÿ, èìåþùàÿ ïðåäåëf(a) â òî÷êå a èìååò ïðåäåëû ñëåâà è ñïðàâà â òî÷êå a, ðàâíûå f(a).Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî " > 0. Ïî îïðåäåëåíèþîäíîñòîðîííåé íåïðåðûâíîñòè ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà Æ� è Æ+, ÷òî åñëè �Æ� < h <0, òî jf(a+ h)� f(a)j < ", à åñëè 0 < h < Æ+, òî òîæå jf(a+ h)� f(a)j < ".Îïðåäåëèì Æ êàê íàèìåíüøåå èç ÷èñåë Æ� è Æ+. Òîãäà åñëè jhj < Æ è h 6= 0, òîjf(a+ h)� f(a)j < ". Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäåë �óíêöèè �af â òî÷êå h = 0 ñóùåñòâóåòè ðàâåí íóëþ.Êëàññè�èêàöèÿ ðàçðûâîâÏóñòü �óíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà ïðîìåæóòêå P è a � âíóòðåííÿÿ òî÷êà P . Åñëè�óíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå a, òî a íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà�óíêöèè f . Íà ãðà�èêå òî÷êå ðàçðûâà ñîîòâåòñòâóåò ðàçðûâ ëèíèè ãðà�èêà, îòêóäàè ïîÿâèëîñü íàçûâàíèå òàêèõ òî÷åê.�àññìîòðèì äâà îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëà �óíêöèè f â òî÷êå a:L = limx!a�0 f(x); R = limx!a+0 f(x):Åñëè õîòÿ áû îäèí èç ýòèõ ïðåäåëîâ íå ñóùåñòâóåò èëè áåñêîíå÷íûé, òî òî÷êà aíàçûâàåòñÿ ðàçðûâîì âòîðîãî ðîäà.Ïðèìåð: �óíêöèÿ f(x) = 1=x ïðè x 6= 0 è f(0) = 1.Åñëè ïðåäåëû L è R îáà ñóùåñòâóþò, à íåïðåðûâíîñòè òåì íå ìåíåå íåò, òî ýòîìîæåò áûòü ïî äâóì ïðè÷èíàì: ëèáî L 6= R, ëèáî L = R è ýòî çíà÷åíèå îòëè÷àåòñÿîò f(a). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ðàçðûâ íàçûâàåòñÿ óñòðàíèìûì: äåéñòâèòåëüíî, åñëèïåðåîïðåäåëèòü �óíêöèþ f òîëüêî â îäíîé òî÷êå ðàâåíñòâîì f(a) = L(= R), òî�óíêöèÿ ñòàíåò íåïðåðûâíîé â òî÷êå a.Ïðèìåð: f(x) = sinxx ïðè x 6= 0 è f(0) = 0. Ýòó �óíêöèþ ìîæíî ñäåëàòü íåïðåðûâ-íîé, åñëè ïåðåîïðåäåëèòü f(0) = 1.Åñëè L 6= R, ò.å. ëåâîñòîðîííèé è ïðàâîñòîðîííèé ïðåäåëû ñóùåñòâóþò, êîíå÷íûè ðàçëè÷íû, òî ðàçðûâ íàçûâàåòñÿ ñêà÷êîì, à ÷èñëî R � L íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíîéñêà÷êà. Óñòðàíèìûé ðàçðûâ èëè ñêà÷îê íàçûâàþòñÿ ðàçðûâàìè ïåðâîãî ðîäà.Ïðèìåð ñêà÷êà � �óíêöèÿ çíàêà ÷èñëà: f(x) = �1 ïðè x < 0, f(x) = 1 ïðè x > 0è f(0) = 0. Çäåñü âåëè÷èíà ñêà÷êà â òî÷êå a = 0 ðàâíà 2.Òåîðåìà î íåïðåðûâíîñòè ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ, ÷àñòíîãî.Ïóñòü �óíêöèè f è g çàäàíû â îêðåñòíîñòè òî÷êè a è íåïðåðûâíû â òî÷êå a. Òîãäà�óíêöèè �f(x)+�g(x), f(x)g(x) íåïðåðûâíû â òî÷êå a (ãäå �, � � ÷èñëà), à �óíêöèÿf(x)=g(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå a, åñëè g(a) 6= 0.Äîêàçàòåëüñòâî. Çàêëþ÷åíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ ïðå-äåëîâ. Íàïðèìåð, limx!a f(x)g(x) = limx!a f(x) � limx!a g(x) = f(a)g(a);÷òî îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ.Òåîðåìà î íåïðåðûâíîñòè êîìïîçèöèè íåïðåðûâíûõ �óíêöèé.Ïóñòü çàäàíû �óíêöèè f : X ! Y , g : Y1 ! Z è Y � Y1. Îïðåäåëèì ñëîæíóþ�óíêöèþ h = g Æf . Ïóñòü X è Y1 � ïðîìåæóòêè è a 2 X. Îáîçíà÷èì b = f(a). Ïóñòü



27�óíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå a, à �óíêöèÿ g íåïðåðûâíà â òî÷êå b. Òîãäà �óíêöèÿh íåïðåðûâíà â òî÷êå a.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå î ïðåäåëå êîìïîçèöèè �óíêöèé ñëîæíàÿ �óíêöèÿh èìååò ïðåäåë â òî÷êå a, è îí ðàâåílimx!a h(x) = limy!b g(y) = g(b) = g(f(a)) = h(a):Ïîýòîìó �óíêöèÿ h íåïðåðûâíà â òî÷êå a.Òåîðåìà îá îãðàíè÷åííîñòè �óíêöèè âáëèçè òî÷êè íåïðåðûâíîñòè.Ïóñòü �óíêöèÿ f çàäàíà â îêðåñòíîñòè O òî÷êè a è íåïðåðûâíà â òî÷êå a. Òîãäàñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü O1 òî÷êè a, ÷òî ñóæåíèå f íà O1 îãðàíè÷åíî.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå îá îãðàíè÷åííîñòè è îòäåëèìîñòè îò íóëÿ �óíêöèè,èìåþùåé ïðåäåë, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü O2 òî÷êè a, ÷òî f îãðà-íè÷åíà íà O2. Ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî M2 > 0, ÷òî jf(x)j �M2 äëÿ ëþáîãî x 2 O2.Äîáàâèì ê ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè O2 òî÷êó a, òàê ÷òî ìíîæåñòâî O1 = O2 [ fagÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a. Îïðåäåëèì M êàê ìàêñèìàëüíîå èç ÷èñåë M2 èjf(a)j. Òîãäà, î÷åâèäíî, jf(x)j �M äëÿ ëþáîãî x 2 O1.Ôóíêöèè, íåïðåðûâíûå íà ïðîìåæóòêåÎïðåäåëåíèå.Ïóñòü �óíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà ïðîìåæóòêå �. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâ-íîé íà �, åñëè îíà íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå ýòîãî ïðîìåæóòêà.Íåïðåðûâíûå �óíêöèè, çàäàííûå íà îãðàíè÷åííîì çàìêíóòîì ïðîìåæóòêå, îá-ëàäàþò ðÿäîì âàæíûõ ñâîéñòâ, ðàññìîòðåííûõ â äàííîì ðàçäåëå. Íàïîìíèì, ÷òîîòðåçêîì èëè çàìêíóòûì ïðîìåæóòêîì [a; b℄ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñåë x, òà-êèõ, ÷òî a � x � b. Îòðåçîê ïîëíîñòüþ çàäàåòñÿ ñâîèìè êîíöàìè � ÷èñëàìè a è b,� è ñîäåðæèò ýòè êîíöû.Òåîðåìà îá îãðàíè÷åííîñòè íåïðåðûâíîé �óíêöèè íà îòðåçêå.Ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå, îãðàíè÷åíà íà ýòîì îòðåçêå.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü �óíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b℄. Äîêàæåì îò ïðî-òèâíîãî îãðàíè÷åííîñòü ýòîé �óíêöèè. Ïóñòü f íåîãðàíè÷åíà íà [a; b℄. Äàëåå îïðå-äåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë (an)1n=0 è (bn)1n=0 èíäóêòèâíî. Ïîëîæèì a0 = a èb0 = b. Î÷åâèäíî, ÷òî f íåîãðàíè÷åíà íà [a0; b0℄ ïî ïðåäïîëîæåíèþ.Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì öåëîì n ÷èñëà an è bn îïðåäåëåíû, �óíêöèÿ f íåîãðàíè÷åíàíà [an; bn℄, è îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ ïàðó an+1, bn+1. �àçäåëèì ïðîìåæóòîê [an; bn℄ïîïîëàì òî÷êîé 
n è ðàññìîòðèì äâà îòðåçêà: [an; 
n℄ è [
n; bn℄.Åñëè áû �óíêöèÿ f áûëà îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [an; 
n℄ (ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîìM1) è îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [
n; bn℄ (ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì M2), òî îíà áûëà áûîãðàíè÷åíà è íà [an; bn℄ ÷èñëîì, ðàâíûì íàèáîëüøåìó èç ÷èñåëM1 èM2. Íî f íåîãðà-íè÷åíà íà [an; bn℄ ïî ïðåäïîëîæåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà íåîãðàíè÷åíà õîòÿ áû íàîäíîì èç îòðåçêîâ [an; 
n℄ èëè [
n; bn℄.Åñëè f íåîãðàíè÷åíà íà [an; 
n℄, òî ïîëîæèì an+1 = an è bn+1 = 
n, òàê ÷òî[an+1; bn+1℄ = [an; 
n℄ è íà ýòîì îòðåçêå �óíêöèÿ f íåîãðàíè÷åíà. Åñëè æå f îãðà-íè÷åíà íà [an; 
n℄, òî f äîëæíà áûòü íåîãðàíè÷åíà íà [
n; bn℄, è ïîýòîìó ïîëîæèìan+1 = 
n è bn+1 = bn. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ �óíêöèÿ f îêàçûâàåòñÿ íåîãðàíè÷åííîé íàîòðåçêå [an+1; bn+1℄.



28Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêîâ[an; bn℄, äëèíû êîòîðûõ äåëÿòñÿ ïîïîëàì. Ïðè ýòîì �óíêöèÿ f íåîãðàíè÷åíà íà êàæ-äîì èç ýòèõ îòðåçêîâ. Ñîãëàñíî àêñèîìå ïëîòíîñòè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñóùåñòâóåòâåùåñòâåííîå ÷èñëî 
, ïðèíàäëåæàùåå êàæäîìó èç óïîìÿíóòûõ îòðåçêîâ.Ïî ïðåäïîëîæåíèþ î íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè f íà [a; b℄ �óíêöèÿ f íåïðåðûâíà âòî÷êå 
. Ïî òåîðåìå îá îãðàíè÷åííîñòè �óíêöèè âáëèçè òî÷êè íåïðåðûâíîñòè ñóùå-ñòâóåò òàêîé îòêðûòûé èíòåðâàë (p; q), ñîäåðæàùèé òî÷êó 
, ÷òî ñóæåíèå f íà (p; q)îãðàíè÷åíî, ò.å. jf(x)j � M äëÿ p < x < q. Ïîñêîëüêó èíòåðâàë (p; q) íå ñîäåðæèòêîíöîâ, òî 
 6= p è 
 6= q.Äëèíû èíòåðâàëîâ [an; bn℄ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè n ! 1. Ïîýòîìó íà÷èíàÿ ñíåêîòîðîãî ÷èñëà N äëèíà bn � an áóäåò ìåíüøå, ÷åì 
 � p è ìåíüøå, ÷åì q � 
.Èíòåðâàë (p; q) ñîäåðæèò òî÷êó 
, ïîýòîìó [an; bn℄ � (p; q). Ïîëó÷àåòñÿ ïðîòèâîðå÷èå:�óíêöèÿ f îãðàíè÷åíà íà èíòåðâàëå (p; q) è îäíîâðåìåííî íåîãðàíè÷åíà íà åãî ÷àñòè[an; bn℄. Ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî èñõîäíîå ïðåäïîëîæåíèå î íåîãðàíè÷åííîñòè�óíêöèè f íà îòðåçêå [a; b℄ áûëî íåâåðíûì.Çàìå÷àíèÿ. 1. Åñëè ïðîìåæóòîê, íà êîòîðîì �óíêöèÿ íåïðåðûâíà, íå ÿâëÿåò-ñÿ çàìêíóòûì è îãðàíè÷åííûì, òî �óíêöèÿ ìîæåò íå áûòü îãðàíè÷åííîé íà íåì.Íàïðèìåð, �óíêöèÿ f(x) = 1=x íà ïðîìåæóòêå (0; 1℄.2. Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåé òåîðåìû ñîäåðæèò ïîñòðîåíèå âëîæåííûõ îò-ðåçêîâ ïîëîâèííîé äëèíû, êàæäûé èç êîòîðûõ îáëàäàåò îñîáûì ñâîéñòâîì, â äàííîìñëó÷àå, íåîãðàíè÷åííîñòüþ íà íåì �óíêöèè f . Òàêîé ñïîñîá êîíñòðóèðîâàíèÿ âëî-æåííûõ îòðåçêîâ íàçûâàåòñÿ äèõîòîìèåé.Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà î äîñòèæåíèè íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèéíåïðåðûâíîé �óíêöèè íà îòðåçêå. [K. Weierstrass, 1860�å ãîäû℄Ôóíêöèÿ f , íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [a; b℄, äîñòèãàåò íà íåì ñâîåãî íàèáîëüøåãî èíàèìåíüøåãî çíà÷åíèé, ò.å. ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà 
 è d íà [a; b℄, ÷òîf(
) � f(x) � f(d) 8x 2 [a; b℄:Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå �óíêöèÿ f îãðàíè÷åíà íà [a; b℄. Ñëå-äîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî âñåõ çíà÷åíèé �óíêöèè f íà [a; b℄, èëè îáðàç Z = f([a; b℄)ïðîìåæóòêà [a; b℄ ïðè îòîáðàæåíèè f , ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì. Ïî òåî-ðåìå î âåðõíèõ è íèæíèõ ãðàíÿõ ìíîæåñòâî Z èìååò òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü M èòî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü m.Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî 
 2 [a; b℄, ÷òî f(
) = m è ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëîd 2 [a; b℄, ÷òî f(d) =M , òî òåîðåìà äîêàçàíà. Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ÷èñåë 
è d îò ïðîòèâíîãî.Ïóñòü äëÿ âñåõ ÷èñåë 
 2 [a; b℄: f(
) > m. Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü �óíêöèþ g(x) =1=(f(x)�m) ïðè x 2 [a; b℄. Ôóíêöèÿ g íåïðåðûâíà íà [a; b℄ êàê ÷àñòíîå íåïðåðûâíûõ�óíêöèé, â êîòîðûõ çíàìåíàòåëü íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå�óíêöèÿ g îãðàíè÷åíà íà [a; b℄, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî A > 0, ÷òî g(x) � A ïðèâñåõ x 2 [a; b℄. Íî òîãäà ýêâèâàëåíòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïîëó÷àåì, ÷òî f(x) > m +1=A, à ýòî çíà÷èò, ÷òî ÷èñëî m+1=A ÿâëÿåòñÿ íèæíåé ãðàíüþ äëÿ ìíîæåñòâà Z. Ýòîïðîòèâîðå÷èò âûáîðó m êàê íàèáîëüøåé íèæíåé ãðàíè ìíîæåñòâà Z. Ïðîòèâîðå÷èåïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå 
 2 [a; b℄, ÷òî f(
) = m.Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèå M òàêæå äîñòèãàåòñÿ �óíêöèåé f íà îò-ðåçêå [a; b℄.



29Òåîðåìà Áîëüöàíî�Êîøè îá îáðàçå îòðåçêà ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè.[B.Bolzano, 1817, è A.L.Cau
hy, 1821℄Ïóñòü �óíêöèÿ f îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b℄. Ìèíèìàëüíîå çíà÷å-íèå �óíêöèè f íà [a; b℄ îáîçíà÷èì m, à ìàêñèìàëüíîå � M . Òîãäà äëÿ ëþáîãî ÷èñëày 2 [m;M ℄ ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî 
 2 [a; b℄, ÷òî f(
) = y.(Íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ íà îòðåçêå ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ ìåæäó ìèíèìàëüíûìè ìàêñèìàëüíûì.)Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè y = m èëè y =M , òî ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ÷èñëà 
 ñëåäóåòèç òåîðåìû Âåéåðøòðàññà: ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà d è D íà [a; b℄, ÷òî f(d) = m èf(D) =M .Ïóñòü m < y < M . Ïðèìåíèì ìåòîä äèõîòîìèè. Ïóñòü [a0; b0℄ � îòðåçîê ñ êîíöàìèd è D (ò.å. ëèáî [d;D℄, ëèáî [D; d℄ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîå ÷èñëî áîëüøå).Îäíà èòåðàöèÿ ïðè ïîñòðîåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõ îòðåçêîâ ñîñòîèòâ ñëåäóþùåì. Ïóñòü îòðåçîê [an; bn℄ óæå ïîñòðîåí è ÷èñëî y ðàñïîëîæåíî ìåæäó÷èñëàìè f(an) è f(bn). Îïðåäåëèì 
n êàê ñåðåäèíó îòðåçêà [an; bn℄.Åñëè ÷èñëî y ïðèíàäëåæèò îòðåçêó ñ êîíöàìè f(an) è f(
n), òî îïðåäåëèì an+1 =an è bn+1 = 
n. Åñëè ýòî íå òàê, òî ÷èñëî y äîëæíî ïðèíàäëåæàòü îòðåçêó ñ êîíöàìèf(bn) è f(
n). Ïîýòîìó îïðåäåëèì an+1 = 
n, bn+1 = bn. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ÷èñëî yðàñïîëîæåíî íà îòðåçêå ñ êîíöàìè f(an+1) è f(bn+1).Ïî àêñèîìå ïëîòíîñòè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë âëîæåííûå îòðåçêè [an; bn℄ èìåþò îá-ùóþ òî÷êó. Îáîçíà÷èì åå 
. Äîêàæåì, ÷òî f(
) = y. Ïîñêîëüêó äëèíû îòðåçêîâ [an; bn℄ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, òî an ! 
 è bn ! 
 ïðè n!1. Â òî÷êå 
 �óíêöèÿ f íåïðåðûâíà,ò.å. f(x) ! f(
) ïðè x ! 
. Ïî òåîðåìå î ñåêâåíöèàëüíîì ïðåäåëå: f(an) ! f(
) èf(bn) ! f(
). Íî ÷èñëî y ðàñïîëîæåíî ìåæäó ÷èñëàìè f(an) è f(bn). Ïî òåîðåìå îïðåäåëå ñæàòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè y = f(
).Ñëåäñòâèå î íóëå íåïðåðûâíîé �óíêöèè, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ.Ïóñòü �óíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b℄ è çíà÷åíèÿ f(a) è f(b) îòëè÷íû îòíóëÿ è èìåþò ðàçíûå çíàêè. Òîãäà ìåæäó a è b ñóùåñòâóåò êîðåíü �óíêöèè f , ò.å.ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî 
 2 (a; b), ÷òî f(
) = 0.Îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè íà ìíîæåñòâå.Ïóñòü �óíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå �. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíîíåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå �, åñëè8" > 0 9Æ > 0 : 8x1; x2 2 � åñëè jx1 � x2j < Æ; òî jf(x1)� f(x2)j < ":Òåîðåìà Êàíòîðà��åéíå î ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè íà îòðåçêå.[G.Cantor, 1932 ã., è E.Heine, 1872 ã.℄Åñëè �óíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b℄, òî îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íàýòîì îòðåçêå.(Áåç äîêàçàòåëüñòâà.)



30ÏðîèçâîäíàÿÏðîèçâîäíàÿ �óíêöèè â òî÷êåÏóñòü k 2 R. Ôóíêöèÿ `(h) = kh, çàäàííàÿ íà ìíîæåñòâå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R,íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé �îðìîé. Ýòà �óíêöèÿ íåïðåðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ h 2 R. Êðîìåòîãî, `(0) = 0, è ïîýòîìó ` � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â òî÷êå 0.Îïðåäåëåíèå äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè â òî÷êå è äè��åðåíöèàëà.Ïóñòü P � ïðîìåæóòîê, a 2 P è �óíêöèÿ f çàäàíà íà P . Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêàÿëèíåéíàÿ �îðìà `, ÷òî �óíêöèÿ �af�` ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé â òî÷êå 0 ïîðÿäêàâûøå ïåðâîãî.Òîãäà �óíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ äè��åðåíöèðóåìîé â òî÷êå a, à �óíêöèÿ ` íàçû-âàåòñÿ äè��åðåíöèàëîì �óíêöèè f â òî÷êå a. Îáîçíà÷åíèå äè��åðåíöèàëà: daf .Åñëè �óíêöèÿ ` ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèàëîì f â òî÷êå a, òî ïî îïðåäåëåíèþ,limh!0 �af(h)� `(h)h = 0:Ëèíåéíàÿ �îðìà ` îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì `(h) = kh, ãäå k 2 R. ×èñëî k íàçûâàåòñÿóãëîâûì êîý��èöèåíòîì ëèíåéíîé �îðìû `.Îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé â òî÷êå.Ïóñòü �óíêöèÿ f äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå a. Òîãäà óãëîâîé êîý��èöèåíò äè�-�åðåíöèàëà �óíêöèè f â òî÷êå a íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé �óíêöèè f â òî÷êå a.Îáîçíà÷åíèå: k = f 0(a) èëè dfdx(a).Ïî îïðåäåëåíèþ äè��åðåíöèàëà �óíêöèÿ �, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì�(h) = �af(h)� daf(h)hÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé â íóëå.Âûïîëíèì ðÿä òîæäåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé:0 = limh!0 �(h) = limh!0 �af(h)� f 0(a)hh = limh!0 �af(h)h � f 0(a):Ñëåäîâàòåëüíî, f 0(a) = limh!0 �af(h)h :Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé: h = x� a è ïîäñòàâèì �af(h) = f(a+ h)� f(a). Òîãäàïîëó÷èòñÿ ðàâåíñòâî f 0(a) = limx!a f(x)� f(a)x� a ;êîòîðîå ÷àñòî ïðèíèìàåòñÿ çà îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé �óíêöèè f â òî÷êå a. Ïðîâå-äåííûå ðàññóæäåíèÿ äîêàçûâàþò, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå äàííîãî ïðåäåëà ðàâíîñèëüíîäè��åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèè f â òî÷êå a, è ïîýòîìó òàêàÿ çàìåíà îïðåäåëåíèéêîððåêòíà.Çàìå÷àíèå î íåïðåðûâíîñòè è äè��åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèè â òî÷êå.Åñëè �óíêöèÿ f äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå a, òî îíà íåïðåðûâíà â òî÷êå a.



31Äåéñòâèòåëüíî, èç îïðåäåëåíèå äè��åðåíöèðóåìîñòè ñëåäóåò, ÷òî�af(h) = f 0(a)h+ �(h)h:Îáå �óíêöèè â ïðàâîé ÷àñòè ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè â íóëå. Ïîýòîìó �óíêöèÿf íåïðåðûâíà â òî÷êå a.Òàêèì îáðàçîì, äè��åðåíöèðóåìûìè ìîãóò áûòü òîëüêî íåïðåðûâíûå �óíêöèè.Îäíàêî, ñóùåñòâóþò ïðèìåðû �óíêöèé, êîòîðûå íåïðåðûâíû â òî÷êå, íî íå äè��å-ðåíöèðóåìû â íåé. Äè��åðåíöèðóåìîñòü � áîëåå ñèëüíîå ñâîéñòâî, ÷åì íåïðåðûâ-íîñòü.Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ íåïðåðûâíîñòè, �óíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå a, åñëèf(x) = f(a) + �(h);ãäå �(h) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â íóëå. Åñëè æå �óíêöèÿ f åùå è äè��åðåíöèðóåìà âòî÷êå a, òî ýòà �óíêöèÿ � äîïóñêàåò óòî÷íåíèå:f(x) = f(a) + f 0(a)h+ �(h)h;êîòîðîå âûðàæàåòñÿ â âûäåëåíèè ãëàâíîé ëèíåéíîé ÷àñòè f 0(a)h.Òåîðåìà î åäèíñòâåííîñòè ïðîèçâîäíîé.Ïóñòü P � ïðîìåæóòîê, a 2 P è �óíêöèÿ f äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå a. Òîãäàñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ëèíåéíàÿ �îðìà `, òàêàÿ, ÷òî �óíêöèÿ �af � ` áåñêîíå÷íîìàëàÿ â íóëå ïîðÿäêà âûøå ïåðâîãî.Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè �óíêöèÿ èìååò äè��åðåíöèàë â òî÷êå, òî òîëüêî îäèí.Äîêàçàòåëüñòâî.Îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äè��åðåíöèàëà äâà: `1(h) = k1h è `2(h) = k2h.Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå �óíêöèè �1 è �2, áåñêîíå÷íî ìàëûå â íóëå ïîðÿäêàâûøå ïåðâîãî, ÷òî �af(h) = k1h+ h�1(h) = k2h + h�2(h):Èç ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òîk2 � k1 = �2(h)� �1(h)h :Ïðàâàÿ ÷àñòü èìååò ïðåäåë ïðè h! 0, ðàâíûé íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, k2�k1 = 0, ò.å.k1 = k2.Ôóíêöèÿ f(x) = kx + b äè��åðåíöèðóåìà â ëþáîé òî÷êå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëèa 2 R � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, òî �af(h) = kh. Ëèíåéíàÿ �îðìà `(h) = kh ÿâëÿåòñÿäè��åðåíöèàëîì �óíêöèè f , òàê êàê îñòàòîê �(h) = �af(h) � `(h) òîæäåñòâåííîðàâåí íóëþ, è ýòî áåñêîíå÷íî ìàëàÿ, ïîðÿäêà âûøå ïåðâîãî.Ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè äðóãèõ äè��åðåíöèàëîâ ó �óíêöèè f(x) = kx+ b íåòè f 0(x) = k. Â ÷àñòíîñòè, ïðîèçâîäíàÿ êîíñòàíòû f(x) = b ðàâíà íóëþ, òàê êàê k = 0.�åîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïðîèçâîäíîé è äè��åðåíöèàëà.Ôóíêöèÿ âèäà �(x) = kx+b íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé. Â ÷àñòíîñòè, ëèíåéíàÿ �óíêöèÿÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé �îðìîé, åñëè b = 0.�ðà�èê ëèíåéíîé �óíêöèè åñòü ïî îïðåäåëåíèþ ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî òî÷åê íàïëîñêîñòè R2: �� = f(x; y) 2 R2 : y = kx + bg:



32Ýòî ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè. Åñëè � � óãîë íàêëîíà ãðà�èêà ê îñè àáñöèññ, òî tg� = k.Ïóñòü �óíêöèÿ f äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå a. �àññìîòðèì â îäíîé ñèñòåìå êî-îðäèíàò äâà ãðà�èêà: ãðà�èê �f �óíêöèè f è ãðà�èê �� ëèíåéíîé �óíêöèè �(x) =f(a)+f 0(a)(x�a). Ïîêàæåì, ÷òî ãðà�èê �� òåñíåå ëþáûõ äðóãèõ ïðÿìûõ ïðèìûêàåòê ãðà�èêó �f .Òî÷êà M ñ êîîðäèíàòàìè (a; f(a)) ëåæèò íà îáîèõ ãðà�èêàõ. Äëÿ ïðîèçâîëüíî-ãî ÷èñëà x 2 P îïðåäåëèì äâå òî÷êè: Mx(x; f(x)) ëåæèò íà ãðà�èêå �óíêöèè f èM 0x(x; �(x)) ëåæèò íà ãðà�èêå ëèíåéíîé �óíêöèè �.Åñëè ïåðåíåñòè íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êó M , òî ïðÿìàÿ �� ñòàíåò ãðà�èêîìäè��åðåíöèàëà �óíêöèè f â òî÷êå a. Ïðè x ! a îáå òî÷êè � Mx è M 0x � ñõî-äÿòñÿ ê òî÷êå M , ïîýòîìó ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ýòî âåðíî äëÿëþáîé ëèíåéíîé �óíêöèè, ãðà�èê êîòîðîé ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó M . Îäíàêî, åñëè�(x) = f(a) + f 0(a)(x� a), òî ðàññòîÿíèåjMxM 0xj = jf(x)� f(a)� f 0(a)(x� a)jñòðåìèòñÿ ê íóëþ áûñòðåå, ÷åì x� a. Ïðÿìàÿ, îáëàäàþùàÿ òàêèì ñâîéñòâîì, åäèí-ñòâåííàÿ, ÷òî ñëåäóåò èç åäèíñòâåííîñòè äè��åðåíöèàëà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîãðåø-íîñòü ïðèáëèæåííîãî ðàâåíñòâà âáëèçè òî÷êè af(x) � f(a) + k(x� a)íàèìåíüøàÿ ïðè k = f 0(a). Ýòî çíà÷èò, ÷òî â ïó÷êå ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êóM , ãðà�èê � òåñíåå âñåãî ïðèìûêàåò ê ãðà�èêó �óíêöèè f . Òàêàÿ ïðÿìàÿ åäèíñòâåí-íàÿ, è îíà íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ãðà�èêó �óíêöèè f â òî÷êå ãðà�èêà (a; f(a)).Òàêèì îáðàçîì, ãðà�èê ëèíåéíîé �óíêöèè, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó (a; f(a))è èìåþùèé óãëîâîé êîý��èöèåíò, ðàâíûé f 0(a), ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ãðà�èêó�óíêöèè f .Ïðîèçâîäíàÿ àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé è ñëîæíîé �óíêöèèÏðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíîé îñíîâíûìè ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëà äè��åðåíöèðîâàíèÿñëîæíîé �óíêöèè, à òàêæå ïðîñòåéøèõ �óíêöèé, ñîñòàâëÿþùèõ òàáëèöó ïðîèçâîä-íûõ. Äàëåå â ýòîì ïóíêòå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî çàäàí ïðîìåæóòîê P , òî÷êà aíàõîäèòñÿ âíóòðè ýòîãî ïðîìåæóòêà è äâå �óíêöèè f è g çàäàíû ïî êðàéíåé ìåðåíà P .Òåîðåìà î ïðîèçâîäíîé ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ, ÷àñòíîãî.Åñëè �óíêöèè f è g äè��åðåíöèðóåìû â òî÷êå a, òî1. Ñóììà f + g äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå a è(f + g)0(a) = f 0(a) + g0(a):2. Ïðîèçâåäåíèå fg äè��åðåíöèðóåìî â òî÷êå a è(fg)0(a) = f 0(a)g(a) + f(a)g0(a):3. Åñëè g(x) 6= 0 8x 2 P , òî ÷àñòíîå fg äè��åðåíöèðóåìî â òî÷êå a è�fg�0 (a) = f 0(a)g(a)� f(a)g0(a)g(a)2 :Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóþò òàêèå áåñêîíå÷íî ìàëûå â íóëå �óíê-öèè �(h) è �(h), ÷òî f(a+ h)� f(a) = f 0(a)h+ h�(h);g(a+ h)� g(a) = g0(a)h + h�(h):



331. Ôóíêöèÿ 
(h) = �(h) + �(h) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé â íóëå. Êðîìå òîãî,(f + g)(a+ h)� (f + g)(a) = (f 0(a) + g0(a))h+ h
(h):Ëèíåéíàÿ �îðìà `(h) = (f 0(a) + g0(a))h óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì äëÿ äè�-�åðåíöèàëà. Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ f + g ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèðóåìîé, à ÷èñëîf 0(a) + g0(a) ÿâëÿåòñÿ åå ïðîèçâîäíîé â òî÷êå a.2. Îáîçíà÷èì p = fg è âû÷èñëèì ïðèðàùåíèå �óíêöèè p â òî÷êå a:p(a+ h)� p(a) = f(a)[g(a+ h)� g(a)℄ + g(a)[f(a+ h)� f(a)℄+(f(a+ h)� f(a))(g(a+ h)� g(a))= f(a)(g0(a)h + h�(h)) + g(a)(f 0(a)h+ h�(h))+h2(f 0(a) + �(h))(g0(a) + h�(h)) = (f(a)g0(a) + f 0(a)g(a))h+ h
(h);ãäå 
(h) = f(a)�(h) + g(a)�(h) + h(f 0(a) + �(h))(g0(a) + h�(h)):Ñóììà è ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî ìàëûõ äðóã íà äðóãà è íà êîíñòàíòó ÿâëÿåòñÿáåñêîíå÷íî ìàëûìè �óíêöèÿìè. Ïîýòîìó �óíêöèÿ 
(h) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîéâ íóëå. Íî p(a+ h)� p(a) = (f(a)g0(a) + f 0(a)g(a))h+ h
(h):Ïî îïðåäåëåíèþ, �óíêöèÿ p ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèðóåìîé â òî÷êå a è åå ïðîèçâîäíàÿðàâíà f(a)g0(a) + f 0(a)g(a).3. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì �óíêöèþ p = 1=g. Âû÷èñëèì ïðèðàùåíèå ÷àñòíîãî:p(a+ h)� p(a) = g(a)� g(a+ h)g(a+ h)g(a) = �(g0(a)h + h�(h))g(a)g(a+ h) = � g0(a)g(a)2h+ h
(h);ãäå 
(h) = g0(a)(g(a+ h)� g(a))� �(h)g(a)g(a)2g(a+ h) :Ôóíêöèÿ 
(h) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â íóëå. Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ p = 1=g äè��å-ðåíöèðóåìà â òî÷êå a è p0(a) = �g0(a)=g2(a).Ôóíêöèÿ f(x)=g(x) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê f(x)p(x). Ïî äîêàçàííîìó â ï.2 ñâîéñòâó ïðîèçâîäíîé ïðîèçâåäåíèÿ,�fg�0 (a) = f 0(a) 1g(a) � f(a) g0(a)g2(a) = f 0(a)g(a)� f(a)g0(a)g(a)2 ;÷òî ñîâïàäàåò ñ óòâåðæäåíèåì òåîðåìû.Ñëåäñòâèÿ.1. Âûíåñåíèå ìíîæèòåëÿ èç�ïîä çíàêà ïðîèçâîäíîé. Åñëè �óíêöèÿ f äè��åðåí-öèðóåìà â òî÷êå a è � 2 R � íåêîòîðîå ÷èñëî, òî (� � f)0(a) = � � f 0(a).Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü �îðìóëó ïðîèçâîäíîé ïðîèçâåäåíèÿ èïîäñòàâèòü (�)0 = 0.2. Ïðîèçâîäíàÿ ìíîãî÷ëåíà. Ìíîãî÷ëåíîì (èëè ïîëèíîìîì) íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿf(x) = a0 + a1x + a2x2 + : : :+ anxn;â êîòîðîé a0, a1, a2, : : :, an � âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Äîêàæåì, ÷òîf 0(x) = a1 + 2a2x + : : :+ nanxn�1:



34Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé f(x) = xk. Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî (xk)0 =kxk�1. Ïðè k = 1 ðàâåíñòâî x0 = 1 ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé. Ïóñòü ðà-âåíñòâî äîêàçàíî äëÿ k, äîêàæåì åãî äëÿ k + 1:(xk+1)0 = (xk � x)0 = (xk)0x + xkx0 = kxk�1x + xk = (k + 1)xk;÷òî äîêàçûâàåò èíäóêöèîííûé øàã.�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí f(x). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ åãî ïðîèçâîäíîé îñòà-åòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î ïðîèçâîäíîé ñóììû, ñëåäñòâèåì î âûíåñåíèè ìíî-æèòåëÿ èç�ïîä çíàêà ïðîèçâîäíîé è �îðìóëîé äëÿ ïðîèçâîäíîé îò xk.Òåîðåìà î ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé �óíêöèè.Ïóñòü �óíêöèÿ f çàäàíà íà ïðîìåæóòêå Pf , �óíêöèÿ g çàäàíà íà ïðîìåæóòêå Pg,a 2 Pf è f(Pf) � Pg. Ïóñòü �óíêöèÿ f äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå a, à �óíêöèÿ gäè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå f(a). Òîãäà �óíêöèÿ g Æ f äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå a è(g Æ f)0(a) = g0(f(a)) � f 0(a):Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü b = f(a). �àññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: f 0(a)6=0 è f 0(a)=0.1. Ïóñòü f 0(a) 6= 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåëlimh!0(f 0(a) + �(h)) = 0:Ïî òåîðåìå îá îòäåëåííîñòè îò íóëÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñò-íîñòü íóëÿ O, ÷òî �óíêöèÿ r(h) = f 0(a) + �(h)îòëè÷íà îò íóëÿ â ýòîé îêðåñòíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, è �óíêöèÿ �af(h) = hr(h)îòëè÷íà îò íóëÿ ïðè âñåõ h 2 O. Â ýòîé îêðåñòíîñòè íà âåëè÷èíó �af(h) = f(a +h)� f(a) ìîæíî ðàçäåëèòü:�a(g Æ f)(h)h = g(f(a+ h))� g(f(a))f(a+ h)� f(a) � f(a+ h)� f(a)h :Âû÷èñëèì ïðåäåë ýòîé �óíêöèè ïðè h ! 0. Ïðåäåë âòîðîãî ñîìíîæèòåëÿ ñóùå-ñòâóåò è ðàâåí f 0(a) ïî óñëîâèþ äè��åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèè f .Ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëà âòîðîãî ñîìíîæèòåëÿ âîñïîëüçóåìñÿ çàìåíîé ïåðåìåí-íîé: y = f(a + h). Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò ïðåäåë f(a + h) ïðè h ! 0 è ñóùåñòâóåòïðåäåë limy!b g(y)� g(b)y � b = g0(b);òî ïî òåîðåìå î ïðåäåëå êîìïîçèöèè �óíêöèé ñóùåñòâóåò ïðåäåëlimh!0 g(f(a+ h))� g(f(a))f(a+ h)� f(a) = g0(b):Â ñëåäóþùåì ðàâåíñòâå ïðåäåë ïðîèçâåäåíèÿ ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ïðåäåëîâ, ïî-òîìó ÷òî îáà ïðåäåëà ñóùåñòâóþò è òîëüêî ÷òî íàéäåíû:limh!0 �a(g Æ f)(h)h = limh!0 g(f(a+ h))� g(f(a))f(a+ h)� f(a) � f(a+ h)� f(a)h = f 0(a)g0(b);÷òî ñîâïàäàåò ñ çàêëþ÷åíèåì òåîðåìû.



352. Ïóñòü f 0(a) = 0. Èç îïðåäåëåíèÿ äè��åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèé f è g ñëåäóåò,÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå áåñêîíå÷íî ìàëûå â íóëå �óíêöèè �(h), �(z), ÷òîf(a+ h)� b = h�(h);g(b+ z)� g(b) = g0(b)z + z�(z):Ïîäñòàâèì âìåñòî z ÷èñëî f(a+ h)� b:g(f(a+ h))� g(b) = h�(h)[g0(b) + �(h�(h))℄:Â ëåâîé ÷àñòè ñòîèò ïðèðàùåíèå �óíêöèè g Æ f â òî÷êå a. Ïîýòîìólimh!0 �a(g Æ f)(h)h = limh!0�(h)[g0(b) + �(h�(h))℄ = 0:Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëà �(h�(h) ïðèìåíåíà òåîðåìà î ïðåäå-ëå êîìïîçèöèè �óíêöèé. Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò è ðàâíà íóëþ ïðîèçâîäíàÿ�óíêöèè g Æ f â òî÷êå a. Íî è ïðîèçâåäåíèå f 0(a) � g0(b) ðàâíî íóëþ, ÷òî çàâåðøàåòäîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Íåÿâíàÿ �óíêöèÿÔóíêöèÿ f ìîæåò áûòü çàäàíà �îðìóëîé y = f(x) ñ êîíêðåòíûì ïðàâèëîì âû-÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ y ïî ïðåäúÿâëåííîìó àðãóìåíòó x. Òàêîé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ�óíêöèè íàçûâàåòñÿ ÿâíûì.Îäíàêî, �óíêöèþ ìîæíî çàäàòü è äðóãèì ñïîñîáîì, âêëþ÷àþùèì ðåøåíèå óðàâ-íåíèÿ. Ïóñòü çàäàíà �óíêöèÿ F (x; y) äâóõ àðãóìåíòîâ è P � íåêîòîðîå ìíîæåñòâîàðãóìåíòîâ x. Ïóñòü âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå: ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîìx 2 P óðàâíåíèå F (x; y) = 0èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî y. Ýòî ðåøåíèå çàâèñèò, åñòåñòâåííî, îòx. Ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå ïðàâèëî, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ýëåìåíòó xìíîæåñòâà P ÷èñëî y ïóòåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ F (x; y) = 0. Ýòî ïðàâèëî âìåñòå ñîáëàñòüþ P àðãóìåíòîâ x è ìíîæåñòâîì R çíà÷åíèé y îáðàçóåò îòîáðàæåíèå f : P !R. �îâîðÿò, ÷òî îòîáðàæåíèå f çàäàíî íåÿâíî óðàâíåíèåì F (x; y) = 0. Èíîãäà òàêæå�óíêöèþ f (ñ íåêîòîðîé ÿçûêîâîé ïîãðåøíîñòüþ) íàçûâàþò íåÿâíîé �óíêöèåé.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óðàâíåíèå F (x; y) = 0 çàäàåò íåÿâíî �óíêöèþ y = f(x) íàïðîìåæóòêå P . Òîãäà óðàâíåíèå F (x; f(x)) = 0 âûïîëíåíî ïðè âñåõ x 2 P . Äðóãèìèñëîâàìè, �óíêöèÿ G(x) = F (x; f(x)) òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ íà ïðîìåæóòêå P . Íîòîãäà G0(x) = 0 êàê ïðîèçâîäíàÿ êîíñòàíòû.Ïóñòü x0 2 P è �óíêöèÿ f äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå x0. Îáîçíà÷èì y0 = f(x0),ò.å. F (x0; y0) = 0. Ïóñòü ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè G â òî÷êå x0 ìîæåò áûòü çàïèñàíà ââèäå G0(x0) = q(x0) + f 0(x0)r(x0), ïðè÷åì r(x0) 6= 0. Òîãäà f 0(x0) = �q(x0)=r(x0).Ïðèìåð. Ïóñòü �óíêöèÿ y = f(x) çàäàíà íåÿâíî óðàâíåíèåì a2x2+ b2y2 = 
2, ãäåa; b; 
; > 0, è óñëîâèÿìè x 2 [0; 
=a℄, y � 0. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ýòîé �óíêöèè âòî÷êå x0 2 (0; 
=a). Â äàííîì ñëó÷àåG(x) = a2x2 + b2f(x)2 � 
2; G0(x0) = 2a2x0 + 2b2f(x0)f 0(x0):



36Ïîýòîìó f 0(x0) = �a2x0b2y0 ;ãäå y0 îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ a2x20 + b2y20 = 
2.Ïðîèçâîäíàÿ íåÿâíîé �óíêöèè ïðèìåíÿåòñÿ, ÷àñòíîñòè, ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèç-âîäíîé îáðàòíîé �óíêöèè, à òàêæå ïðè ïàðàìåòðè÷åñêîì äè��åðåíöèðîâàíèè.Òåîðåìà î ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé �óíêöèè.Ïóñòü �óíêöèÿ f çàäàíà íà ïðîìåæóòêå P è âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò P íàïðîìåæóòîê Q. Îáðàòíóþ �óíêöèþ îáîçíà÷èì g. Ïóñòü a2P , b = f(a)2Q, �óíêöèÿf äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå a è f 0(a) 6= 0.Òîãäà �óíêöèÿ g äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå b è g0(b) = 1=f 0(a).Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà.Îáðàòíàÿ �óíêöèÿ îáëàäàåò ïî åå îïðåäåëåíèþ ñâîéñòâîìg(f(x)) = x ïðè âñåõ x 2 P . Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ îò îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî òîæäå-ñòâà. Åñëè �óíêöèÿ g äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå b = f(a), òî ïî ïðàâèëó ïðîèçâîäíîéñëîæíîé �óíêöèè g0(b)f 0(a) = 1, îòêóäà è ñëåäóåò çàêëþ÷åíèå òåîðåìû. Äîêàçà-òåëüñòâî äè��åðåíöèðóåìîñòè îáðàòíîé �óíêöèè g(y) áóäåò äàíî ïîçäíåå äëÿ áîëååîáùåé çàäà÷è ñ �óíêöèÿìè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.Ïàðàìåòðè÷åñêîå äè��åðåíöèðîâàíèå.Èíîãäà �óíêöèÿ y = f(x) çàäàåòñÿ íå ÿâíûì óêàçàíèåì íà ñïîñîá ðàñ÷åòà âåëè-÷èíû y ïî àðãóìåíòó x, à îïîñðåäîâàííî, ïàðàìåòðè÷åñêè.Ïóñòü äâå �óíêöèèM : T ! R è N : T ! R çàäàíû íà îäíîì è òîì æå ïðîìåæóòêåT . Çíà÷åíèÿ �óíêöèè M áóäåì îáîçíà÷àòü x, à �óíêöèè N � y. Ïóñòü �óíêöèÿ Mâçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò ïðîìåæóòîê T íà ïðîìåæóòîê P . Òîãäà ñóùåñòâóåòè îáðàòíîå êM îòîáðàæåíèå S : P ! T , ò.å. S(M(t)) = t ïðè âñåõ t 2 T . Ôóíêöèÿ f :P ! R, çàäàííàÿ êàê êîìïîçèöèÿ f = N Æ S íàçûâàåòñÿ çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè.Ñäåëàííûå ïðåäïîëîæåíèÿ èíîãäà �îðìóëèðóþò ñëåäóþùèì îáðàçîì: çàäàíû äâå�óíêöèè x = M(t) è y = N(t) íà ïðîìåæóòêå T , ïðè÷åì �óíêöèÿ M âçàèìíî îäíî-çíà÷íà. Òîãäà y ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé x, à ýòà �óíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ çàäàííîéïàðàìåòðè÷åñêè.Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè f , ïîëüçóÿñü �îðìóëîé äëÿ ïðîèçâîäíîé îáðàò-íîé �óíêöèè è ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé �óíêöèè. Ïóñòü t0 2 T , x0 = M(t0) 2 P èy0 = N(t0). Ïóñòü M 0(t0) 6= 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ îáðàòíîé �óíêöèè S âòî÷êå x0. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ñëîæíîé �óíêöèè y = N(S(x)):f 0(x0) = S 0(x0) �N 0(S(x0)) = N 0(t0)M 0(t0) :Ïîñëåäíþþ �îðìóëó çàïèñûâàþò òàêæå â �îðìåf 0(x0) = dfdx(x0) = dNdt (t0)�dMdt (t0):Òåõíèêà äè��åðåíöèðîâàíèÿ.Ïðîèçâîäíûå ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé âû÷èñëÿþòñÿ êàê ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïðèðà-ùåíèÿ �óíêöèè ê ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà. Äàëåå âñå ïðîèçâîäíûå âû÷èñëÿþòñÿ âòî÷êàõ x0, íàõîäÿùèõñÿ âíóòðè èõ îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ.



371. Ïîêàçàòåëüíàÿ �óíêöèÿ. Ïóñòü a > 0.limh!0 ax0+h � ax0h = ax0 limh!0 ah � 1h = ax0 ln a:Â ÷àñòíîñòè, (ex)0 = ex.2. Ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ �óíêöèÿ. Ïóñòü a > 0.limh!0 loga(x0 + h)� loga(x0)h = limh!0 loga x0+hx0h = limh!0 loga(1 + hx0 )h = 1x0 lna:Â ÷àñòíîñòè, (lnx)0 = 1=x.3. Ñòåïåííàÿ �óíêöèÿ. Ïóñòü � 2 R è � 6= 0.limh!0 (x0 + h)� � x�0h = x�0 limh!0 (1 + hx0 )� � 1h = x�0 limh!0 �� hx0�h = �x��10 :Â ÷àñòíîñòè, �1x�0 = � 1x2 :4. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè.4à. Ñèíóñ: limh!0 sin(x0 + h)� sin x0h = limh!0 2 sin(h=2) 
os(x0 + h=2)h = 
os x0:4á. Êîñèíóñ:limh!0 
os(x0 + h)� 
os x0h = limh!0 2 sin(�h=2) sin(x0 + h=2)h = � sin x0:4â. Òàíãåíñ: limh!0 tg(x0 + h)� tg x0h = limh!0 sin(h)h 
os(x0 + h) 
osx0 = 1
os2 x0 :4ã. Êîòàíãåíñ:limh!0 
tg(x0 + h)� 
tg x0h = limh!0 � sin(h)h sin(x0 + h) sinx0 = � 1sin2 x0 :5. Îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé î ïðîèçâîä-íîé îáðàòíîé �óíêöèè.5à. Àðêñèíóñ. Ïóñòü �1 < x0 < 1, y0 = ar
sinx0 2 (��=2; �=2). Òîãäà x0 = sin y0. Ïîïðàâèëó âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé �óíêöèè(ar
sin)0(x0) = 1
os y0 = 1p1� sin2 y0 = 1p1� x20 :5á. Àðêêîñèíóñ. Ïóñòü �1 < x0 < 1, y0 = ar

os x0 2 (0; �). Òîãäà x0 = 
os y0. Ïîïðàâèëó âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé �óíêöèè(ar

os)0(x0) = 1� sin y0 = � 1p1� 
os2 y0 = � 1p1� x20 :



385â. Àðêòàíãåíñ. Ïóñòü x0 2 R, y0 = ar
tg x0 2 (��=2; �=2). Òîãäà x0 = tg y0. Ïîïðàâèëó âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé �óíêöèè(ar
tg)0(x0) = 
os2 y0 = 11 + tg2 y0 = 11 + x20 :5ã. Àðêêîòàíãåíñ. Ïóñòü x0 2 R, y0 = ar

tg x0 2 (0; �). Òîãäà x0 = 
tg y0. Ïî ïðàâèëóâû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé �óíêöèè(ar

tg)0(x0) = � sin2 y0 = � 11 + 
tg2 y0 = � 11 + x20 :Ïîëó÷åííûå �îðìóëû äè��åðåíöèðîâàíèÿ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèÿ, à òàêæå àðè�-ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ñâåäåíû â òàáëèöó ïðîèçâîäíûõ:Òàáëèöà ïðîèçâîäíûõ1: (u+ v)0 = u0 + v0:2: (uv)0 = u0v + uv0:3: �uv�0 = u0v � uv0v2 :4: (ex)0 = ex; (ax)0 = ax ln a; (a > 0):5: (lnx)0 = 1x; (loga x)0 = 1x ln a; (a > 0; a 6= 1):6: (x�)0 = �x��1; �1x�0 = � 1x2 :7: (sin x)0 = 
os x:8: (
os x)0 = � sinx:9: (tg x)0 = 1
os2 x:10: (
tg x)0 = � 1sin2 x:11: (ar
sin x)0 = 1p1� x2 :12: (ar

os x)0 = � 1p1� x2 :13: (ar
tg x)0 = 11 + x2 :14: (ar

tg x)0 = � 11 + x2 :Ïðîèçâîäíàÿ îò ëþáîé ñëîæíîé �óíêöèè, ñîñòîÿùåé èç ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé,ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàíà ïî ýòîé òàáëèöå è ïî ïðàâèëó âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé êîì-ïîçèöèè �óíêöèé: (g(f(x)))0 = g0(f(x)) � f 0(x).Èíîãäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ïîëåçíî âûïîëíèòü ïðåäâàðèòåëüíîå òîæäå-ñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå. Îäíî èç íèõ íàçûâàåòñÿ ëîãàðè�ìè÷åñêèì äè��åðåíöè-ðîâàíèåì.Ëîãàðè�ìè÷åñêîå äè��åðåíöèðîâàíèå. Ýòîò ïðèåì îñíîâàí íà �îðìóëå(ln f(x))0 = f 0(x)f(x) ;



39êîòîðóþ ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â âèäåf 0(x) = f(x)(ln f(x))0:Íàèáîëåå ÷àñòî ëîãàðè�ìè÷åñêîå äè��åðåíöèðîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ïðè âû÷èñ-ëåíèè ïðîèçâîäíîé îò �óíêöèè âèäà u(x)v(x). Ýòà �óíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íè ñòåïåí-íîé, íè ïîêàçàòåëüíîé, ïîýòîìó íå ïîäõîäèò íè îäíî èç ïðàâèë òàáëèöû ïðîèçâîä-íûõ. Îäíàêî, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ëîãàðè�ìè÷åñêèì äè��åðåíöèðîâàíèåì ïðèf(x) = u(x)v(x):�u(x)v(x)�0 = u(x)v(x)(v(x) lnu(x))0 = u(x)v(x) �v0(x) lnu(x) + v(x)u0(x)u(x) � :Ñâîéñòâà �óíêöèè, äè��åðåíöèðóåìîé íà ïðîìåæóòêåÎïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé �óíêöèè.Ïóñòü �óíêöèÿ f çàäàíà íà ïðîìåæóòêå P è äè��åðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷-êå ýòîãî ïðîìåæóòêà. Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèÿ îò �óíêöèè f (èëè ïðîèçâîäíàÿ�óíêöèè f) íà ïðîìåæóòêå P åñòü îòîáðàæåíèå, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîéòî÷êå x 2 P çíà÷åíèå f 0(x) ïðîèçâîäíîé �óíêöèè f â òî÷êå x.Ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé, çàäàííûõ è äè��åðåíöèðóåìûõ â êàæäîé òî÷êå ïðîìå-æóòêà P , ó êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèÿ íåïðåðûâíà, íàçûâàåòñÿ êëàññîì C1(P ).Ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé, çàäàííûõ è íåïðåðûâíûõ â êàæäîé òî÷êå ïðîìåæóòêà P ,íàçûâàåòñÿ êëàññîì C(P ). Î÷åâèäíî, ÷òî C1(P ) � C(P ).Òåîðåìà Ôåðìà î ïðîèçâîäíîé â òî÷êå ýêñòðåìóìà. [P. Fermat, 1629 ã.℄Ïóñòü P � ïðîìåæóòîê, a 2 P , �óíêöèÿ f çàäàíà íà P è äè��åðåíöèðóåìà âòî÷êå a. Ïóñòü âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ:1) �óíêöèÿ f äîñòèãàåò â òî÷êå a ìàêñèìàëüíîãî èëè ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ íàP ; è2) òî÷êà a � âíóòðåííÿÿ òî÷êà ïðîìåæóòêà P .Òîãäà f 0(a) = 0.Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü f 0(a) 6= 0. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîéf(a+ h) = f(a) + f 0(a)h+ h�(h);ïðè÷åì �(h) ! 0 ïðè h ! 0. Âûáåðåì " = jf 0(a)j=2. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ñóùå-ñòâóåò òàêîå ÷èñëî Æ > 0, ÷òî åñëè jhj < Æ è a+ h 2 P , òî j�(h)j < ".Âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì î òîì, ÷òî a � âíóòðåííÿÿ òî÷êà P . Åñëè a� Æ èëè a+ Æíå ïðèíàäëåæèò P , òî ÷èñëî Æ ìîæíî óìåíüøèòü òàê, ÷òîáû îáà ÷èñëà � a�Æ è a+Æïðèíàäëåæàëè P . Òîãäà�Æ < h < Æ ) a + h 2 P è j�(h)j < jf 0(a)j=2:Ïóñòü f äîñòèãàåò ìàêñèìóìà â òî÷êå a íà ïðîìåæóòêå P . Âûáåðåì h â ïðîìå-æóòêå (�Æ; Æ) òîãî æå çíàêà, ÷òî è ÷èñëî f 0(a). Òîãäàf(a+ h)� f(a) = hf 0(a) + h�(h)) � jhj jf 0(a)j � jhj j�(h)j= jhj(jf 0(a)j � j�(h)j) � jhj jf 0(a)j=2 > 0:Òàêèì îáðàçîì, f(a+h) > f(a), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ î ìàêñèìóìå f â òî÷êå a.



40Åñëè f äîñòèãàåò ìèíèìóìà â òî÷êå a, òî ÷èñëî h ñëåäóåò âûáðàòü îáðàòíîãî çíàêàê çíàêó f 0(a), è ñíîâà ïîëó÷èòñÿ ïðîòèâîðå÷èå.Òåîðåìà �îëëÿ î êîðíå ïðîèçâîäíîé. [M. Rolle, 1690 ã.℄Ïóñòü �óíêöèÿ f çàäàíà íà îòðåçêå [a; b℄, íåïðåðûâíà â òî÷êàõ a è b è äè��åðåí-öèðóåìà íà îòêðûòîì èíòåðâàëå (a; b).Ïóñòü f(a) = f(b). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà � 2 (a; b), ÷òî f 0(�) = 0.Äîêàçàòåëüñòâî.Ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå èíòåðâàëà (a; b), òàê êàêîíà äè��åðåíöèðóåìà â ýòèõ òî÷êàõ. Ñëåäîâàòåëüíî, f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b℄è ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìû î �óíêöèÿõ, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå.Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà f äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé íà[a; b℄. Ïóñòü íàèáîëüøåå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå 
, à íàèìåíüøåå � â òî÷êåd. Åñëè õîòÿ áû îäíà èç ýòèõ òî÷åê íå ñîâïàäàåò ñ êîíöàìè ïðîìåæóòêà [a; b℄, òîîíà âíóòðåííÿÿ, è ïî òåîðåìå Ôåðìà ïðîèçâîäíàÿ â íåé ðàâíà íóëþ, ÷òî äîêàçûâàåòäàííóþ òåîðåìó.Ïóñòü è 
, è d ñîâïàäàþò ñ êîíöàìè ïðîìåæóòêà [a; b℄. Íî f(a) = f(b), è ïîýòîìóíàèìåíüøåå çíà÷åíèå �óíêöèè f íà [a; b℄ ñîâïàäàåò ñ íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì. Òàêîåìîæåò áûòü òîëüêî åñëè �óíêöèÿ f ïîñòîÿííà íà [a; b℄. Ïðîèçâîäíàÿ ó êîíñòàíòûðàâíà íóëþ âî âñåõ òî÷êàõ èíòåðâàëà (a; b).Òåîðåìà Ëàãðàíæà î êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèÿõ. [J.L.Lagrange, 1760-å ãã.℄Ïóñòü �óíêöèÿ f çàäàíà íà îòðåçêå [a; b℄, íåïðåðûâíà íà êîíöàõ a è b è äè��å-ðåíöèðóåìà íà îòêðûòîì èíòåðâàëå (a; b).Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà � 2 (a; b), ÷òîf(b)� f(a) = f 0(�)(b� a):Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì �óíêöèþg(x) = f(x) + (x� a)f(a)� f(b)b� a :Ýòà �óíêöèÿ íåïðåðûâíà â òî÷êàõ a è b, à òàêæå äè��åðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå(a; b). Êðîìå òîãî, g(a) = g(b) = f(a). Ïîýòîìó ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó �îëëÿ.Ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà � 2 (a; b), ÷òî g0(�) = 0. Èç îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè g ñëåäóåò,÷òî f 0(�)� f(b)� f(a)b� a = 0;÷òî ðàâíîñèëüíî çàêëþ÷åíèþ òåîðåìû.Òåîðåìà Êîøè î ñðåäíåì çíà÷åíèè. [A.L.Cau
hy, 1810�å ãîäû℄Ïóñòü �óíêöèè f è g çàäàíû íà îòðåçêå [a; b℄, íåïðåðûâíû íà êîíöàõ a è b èäè��åðåíöèðóåìû íà îòêðûòîì èíòåðâàëå (a; b). Ïóñòü g0(x) 6= 0 íà èíòåðâàëå (a; b).Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà � 2 (a; b), ÷òîf(b)� f(a)g(b)� g(a) = f 0(�)g0(�) :Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî �îðìóëà èç çàêëþ÷åíèÿ òåîðåìû èìååòñìûñë, ò.å. g(a) 6= g(b). Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî g(a) = g(b) òî äëÿ �óíêöèè g ìîæíîïðèìåíèòü òåîðåìó �îëëÿ, ïî êîòîðîé g0(�) = 0 â íåêîòîðîé òî÷êå � 2 (a; b). Ýòîïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ g0(x) 6= 0 íà (a; b).



41Îïðåäåëèì íà [a; b℄ �óíêöèþh(x) = f(x) + (g(x)� g(a)) f(a)� f(b)g(b)� g(a) :Ôóíêöèÿ h óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû �îëëÿ, â ÷àñòíîñòè, h(a) = h(b) =f(a). Ïî òåîðåìå �îëëÿ ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà � 2 (a; b), ÷òî h0(�) = 0. Èç îïðåäå-ëåíèÿ �óíêöèè h ñëåäóåò, ÷òîf 0(�)� g0(�) f(b)� f(a)g(b)� g(a) = 0;÷òî ðàâíîñèëüíî çàêëþ÷åíèþ òåîðåìû.Òåîðåìà. Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé. [G.F.l'Hospital℄Ïóñòü a 2 R è O � ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè a. Ïóñòü �óíêöèè f è g äè��å-ðåíöèðóåìû íà O, ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè â òî÷êå a. Ïóñòü ïðîèçâîäíàÿ g0(x)íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà O è ñóùåñòâóåò ïðåäåëlimx!a f 0(x)g0(x) = A:(êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé). Òîãäà ñóùåñòâóåò è ðàâåí A ïðåäåëlimx!a f(x)g(x) = A:Àíàëîãè÷íî, ïðåäåë îòíîøåíèÿ áåñêîíå÷íî áîëüøèõ �óíêöèé f è g ïðè x! a (âòîì ÷èñëå ïðè a = �1 èëè ïðè îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëàõ) ðàâåí ïðåäåëó îòíîøåíèÿèõ ïðîèçâîäíûõ ïðè x! a, åñëè ïîñëåäíèé ñóùåñòâóåò (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé).Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òåîðåìó â ñëó÷àå a 2 R è A 2 R, ò.å. êîãäà òî÷êà a èïðåäåë A � êîíå÷íû. Äîîïðåäåëèì �óíêöèè f è g â òî÷êå a íóëåì: f(a) = g(a) = 0.Çíà÷åíèÿ �óíêöèq â òî÷êå a íå âëèÿþò íà ïðåäåëû ýòèõ �óíêöèé â òî÷êå a. Îäíàêî,ïîñëå òàêîãî äîîïðåäåëåíèÿ �óíêöèè f è g ñòàíîâÿòñÿ íåïðåðûâíûìè â òî÷êå a.Ïóñòü x 2 O. Ïðèìåíèì òåîðåìó Êîøè î ñðåäíåì çíà÷åíèè ê îòðåçêó [a; x℄, åñëèa < x èëè ê îòðåçêó [x; a℄, åñëè a > x:f(x)g(x) = f(x)� f(a)g(x)� g(a) = f 0(�)g0(�) ;ãäå ÷èñëî � = �(x) íàõîäèòñÿ ìåæäó a è x. Î÷åâèäíî, ÷òî �(x) ! a ïðè x ! a.Ïîýòîìó ïî òåîðåìå î ïðåäåëå ñëîæíîé �óíêöèè ñóùåñòâóåò ïðåäåëlimx!a f 0(�(x))g0(�(x)) = limx!a f(x)g(x) ;êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ A.Çàìå÷àíèÿ. 1. Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ïðåäåë îòíîøåíèÿ áåñ-êîíå÷íî ìàëûõ èëè áåñêîíå÷íî áîëüøèõ ÷åðåç ïðåäåë îòíîøåíèÿ èõ ïðîèçâîäíûõ,åñëè ïîñëåäíèé ñóùåñòâóåò. Åñëè æå ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïðîèçâîäíûõ íå ñóùåñòâóåò,òî ïðåäåë îòíîøåíèÿ èñõîäíûõ �óíêöèé ìîæåò, òåì íå ìåíåå, ñóùåñòâîâàòü. Íàïðè-ìåð, ñóùåñòâóåò ñëåäóþùèé ïðåäåë:limx!0 (sin x)2 sin 1xx = 0;



42îäíàêî ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïðîèçâîäíûõlimx!0 (2 sinx 
os x sin 1x � sin2 x 
os 1xx2 )íå ñóùåñòâóåò.Ïîýòîìó âñå ðàâåíñòâà, êîòîðûå ñòàâÿòñÿ ìåæäó ïðåäåëîì îòíîøåíèÿ �óíêöèé èïðåäåëîì îòíîøåíèÿ èõ ïðîèçâîäíûõ, ÿâëÿþòñÿ óñëîâíûìè: åñëè â êîíöå ïîëó÷èòñÿêàêîé�ëèáî ïðåäåë, òî îíè ñïðàâåäëèâû, à åñëè íå ïîëó÷èòñÿ � òî îíè ìîãóò áûòüíåâåðíûìè.2. Èíîãäà ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ òðåáóåòñÿ ïðèìåíÿòü íåñêîëüêî ðàç ïîäðÿä. Åñëèîêàçàëîñü, ÷òî îòíîøåíèå ïðîèçâîäíûõ òîæå èìååò âèä íåîïðåäåëåííîñòè òèïà 00èëè 11 , òî ìîæíî ñíîâà ïðîäè��åðåíöèðîâàòü îòäåëüíî ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü.Íàïðèìåð: limx!0 ln 
os xx2 = limx!0 � sinx2x 
os x = limx!0 � 
os x2 
osx� 2x sinx = �12 :Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâÏóñòü �óíêöèÿ f äè��åðåíöèðóåìà íà ïðîìåæóòêå P . Ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèÿ f 0çàäàíà íà ïðîìåæóòêå P . Îíà, â ñâîþ î÷åðåäü, òàêæå ìîæåò áûòü äè��åðåíöèðóå-ìîé â íåêîòîðûõ òî÷êàõ ïðîìåæóòêà P . Åñëè a 2 P è �óíêöèÿ f 0 äè��åðåíöèðóåìàâ òî÷êå a, òî åå ïðîèçâîäíàÿ (f 0)0 íàçûâàåòñÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé �óíêöèè f è îáî-çíà÷àåòñÿ f 00(a).Åñëè âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè f ñóùåñòâóåò â êàæäîé òî÷êå ïðîìåæóòêà P ,òî îòîáðàæåíèå x! f 00(x), çàäàííîå íà P , íàçûâàåòñÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé �óíêöèåé�óíêöèè f .Åñëè �óíêöèÿ f 00 äè��åðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êå ïðîìåæóòêà P , òî åå ïðî-èçâîäíàÿ íàçûâàåòñÿ òðåòüåé ïðîèçâîäíîé �óíêöèè f íà P . Ïî èíäóêöèè, åñëè n�àÿ ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè f äè��åðåíöèðóåìà íà P , òî åå ïðîèçâîäíàÿ íàçûâàåòñÿ(n+ 1)�îé ïðîèçâîäíîé �óíêöèè f .n�àÿ ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè f íàçûâàåòñÿ òàêæå ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà n �óíêöèèf è îáîçíà÷àåòñÿ f (n) èëè dnfdxn . Ìëàäøèå ïðîèçâîäíûå îáîçíà÷àþòñÿ, êàê ïðàâèëî,øòðèõàìè: f (1) = f 0, f (2) = f 00, f (3) = f 000.Åñëè ó �óíêöèè ñóùåñòâóåò n�àÿ ïðîèçâîäíàÿ, òî ñóùåñòâóþò è âñå ïðîèçâîäíûåïîðÿäêà ìåíüøå n, ÷òî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ. Ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé, ó êîòîðûõñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíà n�àÿ ïðîèçâîäíàÿ íà ïðîìåæóòêå P , íàçûâàåòñÿ êëàññîìCn(P ). Ôîðìóëà ÒåéëîðàÏîñòàâèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: íàéòè ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, ó êîòîðîãî çàäàíû çíà-÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå a âïëîòü äî ïîðÿäêà n.Ëåììà î ìíîãî÷ëåíå ñ çàäàííûìè ïðîèçâîäíûìè â òî÷êå.Ïóñòü a 2 R è çàäàí íàáîð âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (
k)nk=0. Òîãäà ñóùåñòâóåò èåäèíñòâåíåí ìíîãî÷ëåí P ñòåïåíè íå âûøå n, ó êîòîðîãî P (k)(a) = 
k ïðè âñåõk = 0; 1; : : : ; n.



43Ýòîò ìíîãî÷ëåí ìîæåò áûòü çàïèñàí â �îðìåP (x) = nXk=0 
kk! (x� a)k = 
0 + 
11! (x� a) + 
22! (x� a)2 + � � �+ 
nn! (x� a)n:Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî ïðåäúÿâëåííûé ìíîãî÷ëåí P îáëàäàåò òðåáóå-ìûìè ñâîéñòâàìè. Î÷åâèäíî, ÷òî ñòåïåíü P íå âûøå n. Ïðîâåðèì óñëîâèÿ íà ïðîèç-âîäíûå â òî÷êå a.Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî P (a) = 
0. Ïðîäè��åðåíöèðóåì ìíîãî÷ëåí P :P 0(x) = 
1 + 
21! (x� a) + 
32! (x� a)2 + � � �+ 
n(n� 1)!(x� a)n�1:Ñëåäîâàòåëüíî, P 0(a) = 
1.Ïðîäè��åðåíöèðóåì åùå ðàç ïîëó÷åííûé ìíîãî÷ëåí:P 00(x) = 
2 + 
31! (x� a) + 
42! (x� a)2 + � � �+ 
n(n� 2)!(x� a)n�2:Ñëåäîâàòåëüíî, P 00(a) = 
2.Äàëåå ïðèìåíèì ìåòîä èíäóêöèè ïî n. Ïîëó÷èì P (k)(a) = 
k ïðè 0 � k � n.Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ìíîãî÷ëåíà P . Ïóñòü Q � äðóãîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íåâûøå n, ó êîòîðîãî òå æå ïðîèçâîäíûå â òî÷êå a. Âûïîëíèì ñëåäóþùåå ïðåîáðàçî-âàíèå: Q(x) = nXk=0 Qkxk = nXk=0 Qk((x� a) + a)k = nXk=0 qk(x� a)k;ãäå êîý��èöèåíòû qk ïîëó÷àþòñÿ ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê â áèíîìàõ (y+a)j è çàìåíåy íà (x� a). Ñòåïåíè âûøå n íå ïîÿâëÿþòñÿ.Íåïîñðåäñòâåííûì äè��åðåíöèðîâàíèåì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî Q(k)(a) = qkk!, îòêóäàqk = k!
k è, ñëåäîâàòåëüíî, Q = P .Îïðåäåëåíèå ìíîãî÷ëåíà Òåéëîðà. [B.Taylor, 1715℄Ïóñòü �óíêöèÿ f èìååò n ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå a. Òîãäà ìíîãî÷ëåíPf;n;a(x) = nXk=0 f (k)(a)k! (x� a)kíàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Òåéëîðà ïîðÿäêà n �óíêöèè f â òî÷êå a.Îñíîâíîå ñâîéñòâî ìíîãî÷ëåíà Òåéëîðà:P(k)f;n;a(a) = f (k)(a); 0 � k � n;è ñòåïåíü Pf;n;a íå ïðåâîñõîäèò n.Èç îïðåäåëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ f � Pf;n;a èìååò n ïðî-èçâîäíûõ â òî÷êå a, è âñå îíè ðàâíû íóëþ. Ôóíêöèÿ R = f � Pf;n;a íàçûâàåòñÿîñòàòî÷íûì ÷ëåíîì �îðìóëû Òåéëîðà, òàê êàê f(x) = Pf;n;a(x) + R(x). Îñòàòî÷íûé÷ëåí îïðåäåëÿåò òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ �óíêöèè f ñâîèì ìíîãî÷ëåíîì Òåéëîðà.Ëåììà. (Îáîáùåííàÿ òåîðåìà �îëëÿ.)Ïóñòü �óíêöèÿ f èìååò n + 1 ïðîèçâîäíóþ íà ïðîìåæóòêå [a; b℄ è ïóñòü f(a) =f(b) = 0, f (k)(a) = 0 ïðè âñåõ k = 0; 1; : : : ; n. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà � 2 (a; b),÷òî f (n+1)(�) = 0.



44Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî n. Åñëè n = 0, òî ïî-ëó÷àåòñÿ òåîðåìà �îëëÿ: èç f(a) = f(b) ñëåäóåò, ÷òî f 0(�) = 0 â íåêîòîðîé òî÷êå� 2 (a; b).Èíäóêöèîííûé øàã. Ïóñòü óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ n�1, äîêàæåì åãî äëÿ n. Ïîèíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà � 2 (a; b), ÷òî f (n)(�) = 0. Íîïî óñëîâèþ f (n)(a) = 0. Ïðèìåíèì òåîðåìó �îëëÿ ê �óíêöèè f (n)(x) íà ïðîìåæóòêå[a; �℄. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà � 2 (a; �), ÷òî (f (n))0(�) = 0. Íî â ýòîì ñëó÷àå � 2 (a; b)è f (n+1)(�) = 0.Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå ëåììû îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì, åñëè íóëåâûå ïðîèçâîä-íûå çàäàíû íå íà ëåâîì, à íà ïðàâîì êîíöå ïðîìåæóòêà: f(a) = f(b) = 0 è f (k)(b) = 0ïðè âñåõ k = 0; 1; : : : ; n.Òåîðåìà. Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â �îðìå Ëàãðàíæà.Ïóñòü �óíêöèÿ f èìååò n + 1 ïðîèçâîäíóþ íà ïðîìåæóòêå P è a 2 P . Òîãäà äëÿëþáîãî x 2 P ñóùåñòâóåò òî÷êà � ìåæäó a è x, òàêàÿ, ÷òî îñòàòî÷íûé ÷ëåí �îðìóëûÒåéëîðà ðàâåí R(x) = f(x)� Pf;n;a(x) = 1(n+ 1)!f (n+1)(�)(x� a)n+1:Â ðàçâåðíóòîé �îðìå ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â âèäåf(x) = f(a)+ f 0(a)(x� a)1! + f 00(a)(x� a)22! + � � �+ f (n)(a)(x� a)nn! + f (n+1)(�)(x� a)n+1(n+ 1)!(�îðìóëà Òåéëîðà).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè a < x (ïðè x < a äîêàçàòåëüñòâîàíàëîãè÷íî). Ïîäáåðåì ÷èñëî 
 òàê, ÷òîáû �óíêöèÿg(y) = R(y)� 
(y � a)n+1; y 2 P;èìåëà êîðåíü â òî÷êå y = x. Äîñòàòî÷íî âûáðàòü 
 = R(x)=(x�a)n+1, è òîãäà g(x) = 0.Ïðîâåðèì äëÿ �óíêöèè g íà ïðîìåæóòêå [a; x℄ âñå óñëîâèÿ îáîáùåííîé òåîðåìû�îëëÿ. Ôóíêöèÿ g èìååò n + 1 ïðîèçâîäíóþ íà [a; x℄, òàê êàê åå èìååò �óíêöèÿ f ,à ìíîãî÷ëåíû Pf;n;a(y) è 
(y � a)n+1 èìåþò âñå ïðîèçâîäíûå âî âñåõ âåùåñòâåííûõòî÷êàõ.Â òî÷êå y = a ïåðâûå n ïðîèçâîäíûõ �óíêöèè R(y) ðàâíû íóëþ, òàê êàê ýòîîñòàòî÷íûé ÷ëåí �îðìóëû Òåéëîðà. Ó ìíîãî÷ëåíà 
(y � a)n+1 êàæäîå äè��åðåíöè-ðîâàíèå ïîíèæàåò ñòåïåíü (y�a) ðîâíî íà 1. Ïîýòîìó â òî÷êå y = a âñå ïðîèçâîäíûåäî ïîðÿäêà n ðàâíû íóëþ. Êðîìå òîãî, g(x) = g(a) = 0.Ïî îáîáùåííîé òåîðåìå �îëëÿ ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî � 2 (a; x), ÷òî g(n+1)(�) = 0.Âû÷èñëèì ýòó ïðîèçâîäíóþ:0 = g(n+1)(�) = f (n+1)(�)� (Pf;n;a)(n+1)(�)� (
(y � a)n+1)(n+1)jy=�:Ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà Pf;n;a èìååò ñòåïåíü íå âûøå n ïî îïðåäåëåíèþ. Ïîýòîìó åãîïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà n+1 ðàâíà íóëþ. Ïðîèçâîäíàÿ îò (y�a)n+1 ïîðÿäêà n+1 åñòüïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ (n+ 1)!. Ñëåäîâàòåëüíî,0 = f (n+1)(�)� 
(n+ 1)! ; èëè 
 = f (n+1)(�)(n+ 1)! :



45Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòîãî çíà÷åíèÿ 
 â óðàâíåíèå g(x) = 0 ïîëó÷èòñÿ óòâåðæäåíèåòåîðåìû.Òåîðåìà. Îñòàòî÷íûé ÷ëåí �îðìóëû Òåéëîðà â �îðìå Ïåàíî.Ïóñòü �óíêöèÿ f èìååò n ïðîèçâîäíûõ íà ïðîìåæóòêå P è a 2 P . Òîãäà îñòà-òî÷íûé ÷ëåí �îðìóëû Òåéëîðà åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â òî÷êå a ïîðÿäêà âûøå n�ãî,ò.å. R(x) = f(x)� Pf;n;a(x) = o((x� a)n)ïðè x! a.Áåç äîêàçàòåëüñòâà.Îñòàòî÷íûé ÷ëåí â �îðìå Ëàãðàíæà ðàâåí (x� a)n+1f (n+1)(�)=(n+1)!, è ýòî åñòüáåñêîíå÷íî ìàëàÿ â òî÷êå a ïîðÿäêà íå ìåíåå n + 1. Â ýòîì ñìûñëå îöåíêà ïî Ëà-ãðàíæó ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñèëüíûì ðåçóëüòàòîì, òàê êàê óòî÷íÿåò îöåíêó ïî Ïåàíî.Îäíàêî, îöåíêà ïî Ïåàíî ñïðàâåäëèâà è â òîì ñëó÷àå, êîãäà �óíêöèÿ f èìååò ðîâíîn ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå a, à n + 1�þ ïðîèçâîäíóþ íå èìååò, à îöåíêà ïî Ëàãðàíæó âòàêîì ñëó÷àå íåâîçìîæíà.Âû÷èñëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ Òåéëîðà äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèéÔîðìóëà Òåéëîðà â òî÷êå a = 0 òàêæå íàçûâàåòñÿ �îðìóëîé Ìàêëîðåíà:f(x) = f(0) + f 0(0) x1! + f 00(0)x22! + � � �+ f (n)(0)xnn! +R(x);ãäå R(x) � îñòàòî÷íûé ÷ëåí �îðìóëû Ìàêëîðåíà. Ïî òåîðåìå Ïåàíî R(x)=xn ! 0ïðè x ! 0, à åñëè �óíêöèÿ f èìååò n + 1�þ ïðîèçâîäíóþ â îêðåñòíîñòè íóëÿ, òî â�îðìå Ëàãðàíæà R(x) = f (n+1)(�)xn+1=(n + 1)! , ïðè÷åì ÷èñëî � = �(x) íàõîäèòñÿìåæäó 0 è x. Ïðèíÿòî ÷èñëî � çàïèñûâàòü â âèäå � = �x, ãäå 0 < � < 1.Ôîðìóëà íàçâàíà ïî èìåíè øîòëàíäöà Ê.Ìàêëîðåíà (C. Ma
 Laurin) è îïóáëèêî-âàíà èì â 1742 ã. Êîíêðåòèçèðóåì �îðìóëó Ìàêëîðåíà äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ�óíêöèé.1. f(x) = ex. Ôóíêöèÿ èìååò ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ, ðàâíûå ñàìîé �óíêöèè:f (n)(x) = f(x) = ex äëÿ ëþáîãî x 2 R è äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n. Ïîýòîìóf (n)(0) = 1 è â �îðìå Ëàãðàíæàex = nXk=0 xkk! + e� xn+1(n+ 1)! = 1 + x + x22 + x36 + : : :+ xnn! + e�x xn+1(n+ 1)! ;ãäå 0 < � < 1.2. f(x) = sinx. Ôóíêöèÿ èìååò ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ, ðàâíûå f (n)(x) =sin(x+ �n=2) è, ñëåäîâàòåëüíî,f (n)(0) = � 0; åñëè n = 2m; ò.å. n � ÷åòíîå;(�1)m; åñëè n = 2m+ 1; ò.å. n � íå÷åòíîå:Ïîýòîìó �îðìóëà Ìàêëîðåíà ïîðÿäêà 2n+ 1 äëÿ ñèíóñà èìååò âèäsinx = nXk=0(�1)k x2k+1(2k + 1)! +R(x) = x� x36 + x5120 � : : :+ (�1)n x2n+1(2n+ 1)! +R(x);



46ãäå îñòàòî÷íûé ÷ëåí â �îðìå Ëàãðàíæà åñòüR(x) = (�1)n+1 x2n+3(2n+ 3)! 
os(�x); 0 < � < 1:3. f(x) = 
os x. Ôóíêöèÿ èìååò ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ, ðàâíûå f (n)(x) =
os(x+ �n=2) è, ñëåäîâàòåëüíî,f (n)(0) = � (�1)m; åñëè n = 2m; ò.å. n � ÷åòíîå;0; åñëè n = 2m+ 1; ò.å. n � íå÷åòíîå:Ïîýòîìó �îðìóëà Ìàêëîðåíà ïîðÿäêà 2n äëÿ êîñèíóñà èìååò âèä
os x = nXk=0(�1)k x2k(2k)! +R(x) = 1� x22 + x424 � : : :+ (�1)n x2n(2n)! +R(x);ãäå îñòàòî÷íûé ÷ëåí â �îðìå Ëàãðàíæà åñòüR(x) = (�1)n+1 x2n+2(2n+ 2)! 
os(�x); 0 < � < 1:4. f(x) = (1 + x)� ïðè x 2 (�1;+1). Ïîêàçàòåëü � � ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå÷èñëî. Äëÿ ýòîé ñòåïåííîé �óíêöèè f 0(x) = �(1 + x)��1, f 00(x) = �(�� 1)(1 + x)��2,è ïî èíäóêöèè íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òîf (n)(x) = �(�� 1) � � � (�� n+ 1)(1 + x)��n:Ïðè x = 0 ïîñëåäíèé ñîìíîæèòåëü ðàâåí 1, è ïîýòîìó(1+x)� = 1+�x+�(�� 1)2 x2+�(�� 1)(�� 2)6 x3+: : :+�(�� 1) � � � (�� n + 1)n! xn+R(x):Îñòàòî÷íûé ÷ëåí â �îðìå Ëàãðàíæà èìååò âèäR(x) = �(�� 1) � � � (�� n)(n+ 1)! xn+1(1 + �x)��n�1; 0 < � < 1:Çàìåòèì, ÷òî ïðè � = �1 ìíîãî÷ëåí Ìàêëîðåíà ñòàíîâèòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðî-ãðåññèåé:(1 + x)�1 = 1� x + x2 � x3 + : : :+ (�1)nxn + (�1)n+1xn+1 1(1 + �x)n+2 ; 0 < � < 1:5. f(x) = ln(1 + x) ïðè x 2 (�1;+1). Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîéf 0(x) = (1 + x)�1 ðàñ÷åò ñëåäóþùèõ ïðîèçâîäíûõ ñâîäèòñÿ ê ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ.Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî f (n)(x) = (�1)n�1(n� 1)!=(1 + x)n, è ïîýòîìóln(1 + x) = x� x22 + x33 � x44 + : : :+ (�1)n�1xnn +R(x);è ïî Ëàãðàíæó R(x) = (�1)n xn+1(n+ 1)(1 + �x)n+1 ; 0 < � < 1:



47Èññëåäîâàíèå �óíêöèé è ïîñòðîåíèå ãðà�èêîâÎïðåäåëåíèå ìîíîòîííîé �óíêöèè íà ìíîæåñòâå.Ïóñòü �óíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå P . Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ âîçðàñòà-þùåé (ñòðîãî âîçðàñòàþùåé) íà P , åñëè äëÿ ëþáûõ x; y 2 P èç x < y ñëåäóåòf(x) � f(y) (ñîîòâåòñòâåííî, f(x) < f(y)).Àíàëîãè÷íî, �óíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ óáûâàþùåé (ñòðîãî óáûâàþùåé) íà P , åñëèäëÿ ëþáûõ x; y 2 P èç x < y ñëåäóåò f(x) � f(y) (ñîîòâåòñòâåííî, f(x) > f(y)).Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé íà P , åñëè îíà óáûâàþùàÿ íà P èëè âîç-ðàñòàþùàÿ íà P . Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ñòðîãî ìîíîòîííîé íà P , åñëè îíà ñòðîãîóáûâàþùàÿ íà P èëè ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ íà P .Òåîðåìà. Êðèòåðèé ìîíîòîííîñòè �óíêöèè íà ïðîìåæóòêå.Ïóñòü �óíêöèÿ f îïðåäåëåíà è äè��åðåíöèðóåìà íà ïðîìåæóòêå P . Òîãäà ñëå-äóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:1. f âîçðàñòàåò íà P .2. f 0(x) � 0 äëÿ ëþáîãî x 2 P .Àíàëîãè÷íî, �óíêöèÿ f óáûâàåò íà P òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f 0(x) � 0 ïðèâñåõ x 2 P .Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü âûïîëíåíî óòâåðæäåíèå 1: f âîçðàñòàåòíà P . Äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî f 0(x) � 0 äëÿ ëþáîãî x 2 P . Ïóñòü a 2 P èf 0(a) < 0.Ôóíêöèÿ f äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå a ïî óñëîâèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè a+h 2 P ,òî f(a+ h) = f(a) + h(f 0(a) + �(h));ïðè÷åì �(h) ! 0 ïðè h ! 0. Âûáåðåì " = jf 0(a)j=2. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ñóùå-ñòâóåò òàêîå ÷èñëî Æ > 0, ÷òî j�(h)j < " = jf 0(a)j=2, åñëè jhj < Æ è a+ h 2 P .Åñëè òî÷êà a � âíóòðåííÿÿ òî÷êà ïðîìåæóòêà P èëè åãî íèæíÿÿ ãðàíèöà, òîa+ h 2 P ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ h > 0. Åñëè ê òîìó æå jhj < Æ, òîf(a+ h) � f(a) + h(�jf 0(a)j+ ") � f(a)� hjf 0(a)j=2 < f(a):Óñëîâèÿ a + h > a è f(a + h) < f(a) ïðîòèâîðå÷àò ïðåäïîëîæåíèþ î âîçðàñòàíèè�óíêöèè f íà ïðîìåæóòêå P .Åñëè òî÷êà a ñîâïàäàåò ñ âåðõíèì êîíöîì ïðîìåæóòêà P , òî íàäî âûáðàòü h<0ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ a+ h 2 P è jhj<Æ. Òîãäà óñëîâèÿ a + h < a èf(a+ h) � f(a) + jhj(jf 0(a)j � ") � f(a) + jhj jf 0(a)j=2 > f(a)ïðîòèâîðå÷àò ïðåäïîëîæåíèþ î âîçðàñòàíèè �óíêöèè f íà ïðîìåæóòêå P . Ïðîòè-âîðå÷èå äîêàçûâàåò íåîáõîäèìîñòü â óòâåðæäåíèè òåîðåìû (ò.å. 1 ) 2).Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü f 0(x) � 0 ïðè âñåõ x 2 P . Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûåòî÷êè x; y 2 P , ïðè÷åì x < y. Ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò íà ïðîìåæóòêå [x; y℄ âñåìóñëîâèÿì òåîðåìû Ëàãðàíæà î êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèÿõ. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêàÿòî÷êà � 2 (x; y), ÷òî f(y)� f(x) = f 0(�)(y � x):Î÷åâèäíî, ÷òî f(y) � f(x) � 0, òàê êàê f 0(�) � 0 è y � x > 0. Òàêèì îáðàçîì, åñëèx < y, òî f(x) � f(y) ïðè x; y 2 P , ÷òî îçíà÷àåò âîçðàñòàíèå �óíêöèè f íà P .Êðèòåðèé óáûâàíèÿ äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.



48Çàìå÷àíèå î ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè. Åñëè f 0(x) > 0 íà P , òî �óíêöèÿ f ñòðî-ãî âîçðàñòàåò íà P , ÷òî ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû. Îäíàêî, ýòî óñëîâèå íåÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì: ñóùåñòâóþò ñòðîãî âîçðàñòàþùèå �óíêöèè, ó êîòîðûõ ïðî-èçâîäíàÿ ìîæåò ïðèíèìàòü è íóëåâûå çíà÷åíèÿ. Íàïðèìåð, �óíêöèÿ f(x) = x3 íàïðîìåæóòêå [�1; 1℄ ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåé, íî f 0(0) = 0.Îïðåäåëåíèå ýêñòðåìóìà �óíêöèè íà ïðîìåæóòêå.Ïóñòü �óíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà ïðîìåæóòêå P è a 2 P . ×èñëî a íàçûâàåòñÿ òî÷-êîé ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà f íà P (èëè f èìååò â òî÷êå a ëîêàëüíûé ìàêñèìóì),åñëè 9Æ > 0 : f(x) � f(a) 8x 2 P \ (a� Æ; a+ Æ):×èñëî a íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà f íà P , åñëè âûïîëíåíî ïî-ñëåäíåå óñëîâèå ñ çàìåíîé çíàêà � íà �.Óñëîâèå äëÿ ñòðîãîãî èëè òî÷íîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ïîëó÷àþòñÿ çàìåíîéíåðàâåíñòâà � íà <:9Æ > 0 : f(x) < f(a) 8x 2 [P \ (a� Æ; a+ Æ)℄nfag;è àíàëîãè÷íî äëÿ ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà.Åñëè �óíêöèÿ f èìååò â òî÷êå a ëîêàëüíûé ìèíèìóì èëè ëîêàëüíûé ìàêñèìóì,òî ãîâîðÿò, ÷òî f èìååò â òî÷êå a ýêñòðåìóì.Íàèáîëüøèå è íàèìåíüøèå çíà÷åíèÿ �óíêöèè f íà ïðîìåæóòêå P íàçûâàþòñÿòàêæå ãëîáàëüíûìè ìàêñèìóìàìè è ãëîáàëüíûìè ìèíèìóìàìè, ñîîòâåòñòâåííî.�ëîáàëüíûé ìàêñèìóì ÿâëÿåòñÿ òàêæå è ëîêàëüíûì, ïîýòîìó òî÷êà ãëîáàëüíîãîìàêñèìóìà íàõîäèòñÿ ñðåäè òî÷åê ýêñòðåìóìà. Ïåðåáîðîì âñåõ ýêñòðåìóìîâ ÷àñòîóäàåòñÿ îïðåäåëèòü ãëîáàëüíûå ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû.Ïî òåîðåìå Ôåðìà âíóòðåííÿÿ òî÷êà ïðîìåæóòêà P íå ìîæåò áûòü òî÷êîé ýêñ-òðåìóìà, åñëè �óíêöèÿ f â íåé äè��åðåíöèðóåìà è f 0(a) 6= 0. Îñòàâøèåñÿ òî÷êèèìåþò ñïåöèàëüíîå íàçâàíèå, è ñðåäè íèõ ñëåäóåò èñêàòü ýêñòðåìóìû.Îïðåäåëåíèå òî÷êè, ïîäîçðèòåëüíîé íà ýêñòðåìóì.Ïóñòü �óíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà ïðîìåæóòêå P . Òî÷êà a 2 P íàçûâàåòñÿ òî÷êîé,ïîäîçðèòåëüíîé íà ýêñòðåìóì, åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:1. Òî÷êà a � êðàéíÿÿ òî÷êà ïðîìåæóòêà P .2. Ôóíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèðóåìîé â òî÷êå a (â òîì ÷èñëå èìååò áåñ-êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ).3. Ôóíêöèÿ f äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå a è f 0(a) = 0.Åñëè íà ïðîìåæóòêå P ëèøü â êîíå÷íîì ìíîæåñòâå òî÷åê �óíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿäè��åðåíöèðóåìîé, à óðàâíåíèå f 0(x) = 0 èìååò ëèøü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé,òî êîëè÷åñòâî òî÷åê, ïîäîçðèòåëüíûõ íà ýêñòðåìóì, êîíå÷íî. Ïåðåáîðîì ýòèõ òî÷åêìîæíî íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ �óíêöèè f íà P .Â òî÷êå, ïîäîçðèòåëüíîé íà ýêñòðåìóì, �óíêöèÿ ìîæåò íå èìåòü ýêñòðåìóìà. Íà-ïðèìåð, �óíêöèÿ f(x) = x3 íå èìååò ýêñòðåìóìîâ, íî òî÷êà x = 0 ÿâëÿåòñÿ ïîäîçðè-òåëüíîé íà ýêñòðåìóì, òàê êàê f 0(0) = 0. Äëÿ íàõîæäåíèÿ íàñòîÿùèõ ýêñòðåìóìîâìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì êðèòåðèåì.Òåîðåìà. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà ïî ïðîèçâîäíîé ïåðâîãî ïîðÿäêà.Ïóñòü �óíêöèÿ f çàäàíà è íåïðåðûâíà íà ïðîìåæóòêå P , òî÷êà a � âíóòðåííÿÿâ P è �óíêöèÿ f äè��åðåíöèðóåìà íà Pnfag.



49Òîãäà åñëè �óíêöèÿ f 0 ìåíÿåò çíàê â òî÷êå a, òî f èìååò ýêñòðåìóì â òî÷êå a, àåñëè íå ìåíÿåò çíàêà � òî íå èìååò.Òî÷íåå, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî Æ > 0, ÷òî� f 0(x) � 0 ïðè a� Æ < x < a; x 2 P;f 0(x) � 0 ïðè a < x < a + Æ; x 2 P;òî â òî÷êå a �óíêöèÿ f èìååò ëîêàëüíûé ìèíèìóì.Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî Æ > 0, ÷òî� f 0(x) � 0 ïðè a� Æ < x < a; x 2 P;f 0(x) � 0 ïðè a < x < a + Æ; x 2 P;òî â òî÷êå a �óíêöèÿ f èìååò ëîêàëüíûé ìàêñèìóì.Åñëè æå çíàêè f 0(x) îäèíàêîâû è íå ðàâíû íóëþ ïðè x < a è ïðè x > a (ïðèóñëîâèè x 2 P , jx� aj < Æ), òî ÷èñëî a íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà �óíêöèè f .Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé è äîêàæåì, ÷òî â òî÷êå a äîñòèãàåò-ñÿ ëîêàëüíûé ìèíèìóì. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî f(a) � f(x), åñëè a� Æ < x < a+ Æè x 2 P .Íà èíòåðâàëå P \ (a; a + Æ) �óíêöèÿ f èìååò íåîòðèöàòåëüíóþ ïðîèçâîäíóþ. Ïîêðèòåðèþ ìîíîòîííîñòè �óíêöèÿ f âîçðàñòàåò íà ýòîì èíòåðâàëå. Ñëåäîâàòåëüíî,f(a) � f(x) ïðè x 2 P \ (a; a+ Æ).Àíàëîãè÷íî, èç óñëîâèÿ f 0(x) � 0 ïðè x 2 P \ (a� Æ; a) ñëåäóåò óáûâàíèå �óíêöèèf íà P \ (a� Æ; a). Ñëåäîâàòåëüíî, f(x) � f(a) ïðè x 2 P è a� Æ < x < a.Òàêèì îáðàçîì, f(x) � f(a) ïðè x > a è ïðè x < a âáëèçè òî÷êè a. Ïî îïðåäåëåíèþýòî çíà÷èò, ÷òî â òî÷êå a �óíêöèÿ f èìååò ëîêàëüíûé ìèíèìóì.Äîêàçàòåëüñòâî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà â òî÷êå a ïðè âûïîëíåíèè âòîðîé ãðóïïûóñëîâèé â òåîðåìå ïðîâîäèòñÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî.Íàêîíåö, ïðåäïîëîæèì, ÷òî f 0(x) 6= 0 è f 0(x) íå ìåíÿåò çíàê íà [P \ (a � Æ; a +Æ)℄nfag. Òîãäà íà ïîñëåäíåì ìíîæåñòâå �óíêöèÿ f ñòðîãî ìîíîòîííà è ïîýòîìó íåìîæåò èìåòü ýêñòðåìóìà.Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäûäóùåé òåîðåìîé äëÿ ïðîâåðêè ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìàâ òî÷êå a, ïîäîçðèòåëüíîé íà ýêñòðåìóì, äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ïðîèç-âîäíîé �óíêöèè âáëèçè a. Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, âìåñòî èññëåäîâàíèÿïîâåäåíèÿ �óíêöèè f 0 èíîãäà ìîæíî âû÷èñëèòü òîëüêî îäíî çíà÷åíèå âòîðîé ïðî-èçâîäíîé f 00 â òî÷êå a.Òåîðåìà.Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà ïî ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà.Ïóñòü �óíêöèÿ f çàäàíà íà ïðîìåæóòêå P , a 2 P è �óíêöèÿ f èìååò âòîðóþïðîèçâîäíóþ â òî÷êå a. Ïóñòü f 0(a) = 0. Òîãäàåñëè f 00(a) > 0, òî f èìååò ñòðîãèé ëîêàëüíûé ìèíèìóì â òî÷êå a,åñëè f 00(a) < 0, òî f èìååò ñòðîãèé ëîêàëüíûé ìàêñèìóì â òî÷êå a,åñëè f 00(a) = 0, òî ìîæåò èìåòü èëè íå èìåòü ýêñòðåìóìà â òî÷êå a.Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé Òåéëîðà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ îöåíêîéîñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â �îðìå Ïåàíî:f(x) = f(a) + f 0(a)(x� a) + f 00(a)2 (x� a)2 + (x� a)2
(x� a)ïðè x 2 P , ãäå 
(h)! 0 ïðè h! 0.



50Â äàííîì ñëó÷àå f 0(a) = 0 è âòîðîå ñëàãàåìîå èñ÷åçàåò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f 00(a) 6=0. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà äëÿ ÷èñëà " = jf 0(a)j=2 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî Æ > 0, ÷òîíåðàâåíñòâî j
(h)j < jf 0(a)j=2 âûïîëíåíî äëÿ âñåõ h, ó êîòîðûõ jhj < Æ è a + h 2 P .Ïóñòü x 2 P è jx� aj < Æ. ×èñëîf(x)� f(a) = (x� a)2[f 00(a) + 
(x� a)℄èìååò òîò æå çíàê, ÷òî è ÷èñëî f 00(a), òàê êàê â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ âòîðîå ñëàãàåìîåìåíüøå ïîëîâèíû ïåðâîãî ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå.Åñëè f 00(a) > 0, òî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî f(x) > f(a) è, ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ fèìååò â òî÷êå a ñòðîãèé ëîêàëüíûé ìèíèìóì. Åñëè æå f 00(a) < 0, òî ïî àíàëîãè÷íûìïðè÷èíàì ÷èñëî a åñòü òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà.Çàìå÷àíèå î êðèòåðèÿõ âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Åñëè f 0(a) = 0 è f 00(a) = 0, òî äëÿïðîâåðêè íàëè÷èÿ ýêñòðåìóìà â òî÷êå a ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîèçâîäíûìè âûñ-øèõ ïîðÿäêîâ, ïðè óñëîâèè èõ ñóùåñòâîâàíèÿ. Èç �îðìóëû Òåéëîðà ñëåäóåò, ÷òî åñëèñàìàÿ ìëàäøàÿ èç îòëè÷íûõ îò íóëÿ ïðîèçâîäíûõ f â òî÷êå a èìååò ÷åòíûé ïîðÿ-äîê, ÷òî â òî÷êå a åñòü ñòðîãèé ýêñòðåìóì, îïðåäåëÿåìûé çíàêîì ýòîé ïðîèçâîäíîé:ìèíèìóì, åñëè îíà ïîëîæèòåëüíà è ìàêñèìóì, åñëè îòðèöàòåëüíà. Åñëè æå ïîðÿäîêñàìîé ìëàäøåé îòëè÷íîé îò íóëÿ ïðîèçâîäíîé íå÷åòíûé, òî â òî÷êå a ýêñòðåìóìàíåò. Âûïóêëûå �óíêöèèÎïðåäåëåíèå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè è âûïóêëîé êîìáèíàöèè.Ïóñòü X = (xk)nk=1 � êîíå÷íûé íàáîð ÷èñåë èëè âåêòîðîâ, à � = (�k)nk=1 � êîíå÷-íûé íàáîð ÷èñåë. Òîãäà âåêòîð�x = �1x1 + �2x2 + : : :+ �nxn = nXk=1 �kxkíàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ýëåìåíòîâ (xk)nk=1, ñ êîý��èöèåíòàìè (�k)nk=1.Åñëè ïðè ýòîì âñå êîý��èöèåíòû �k íåîòðèöàòåëüíû è â ñóììå ñîñòàâëÿþò åäè-íèöó, �k � 0; 1 � k � n; nXk=1 �k = 1;òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñ òàêèìè êîý��èöèåíòàìè íàçûâàåòñÿ òàêæå âûïóêëîé êîì-áèíàöèåé ýëåìåíòîâ (xk)nk=1, ñ êîý��èöèåíòàìè (�k)nk=1.�àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ëèíåéíûå è âûïóêëûå êîìáèíàöèè âåêòîðîâ íàïëîñêîñòè R2, â òðåõìåðíîé ïðîñòðàíñòâå R3 èëè â ïðîèçâîëüíîì n�ìåðíîì ïðîñòðàí-ñòâå Rn. Òî÷êó â ïðîñòðàíñòâå áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ ðàäèóñîì�âåêòîðîì, âûõîäÿ-ùèì èç íà÷àëà êîîðäèíàò ñ êîíöîì â ýòîé òî÷êå.Â ïðîñòðàíñòâå R3 ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé äâóõ çàäàííûõ íåêîë-ëèíåàðíûõ âåêòîðîâ x1 è x2 îáðàçóåò ïëîñêîñòü, íàòÿíóòóþ íà ýòè äâà âåêòîðà. Äåé-ñòâèòåëüíî, ê äâóì âåêòîðàì x1 è x2 âñåãäà ìîæíî äîáàâèòü òðåòèé âåêòîð y 2 R3,êîòîðûé ïåðïåíäèêóëÿðåí x1 è x2. Ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ x 2 R3, êîòîðûå ïåðïåí-äèêóëÿðíû y, îáðàçóþò ïëîñêîñòü, â êîòîðîé êàæäûé âåêòîð ìîæåò áûòü ðàçëîæåíâ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âåêòîðîâ x1 è x2. Ýòà ïëîñêîñòü è åñòü ìíîæåñòâî âñåõëèíåéíûõ êîìáèíàöèé x1 è x2.



51�àññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ âûïóêëûõ êîìáèíàöèé âåêòîðîâ x1 è x2 íà ïëîñêîñòè.Ïîñêîëüêó êîý��èöèåíòû îáëàäàþò ñâîéñòâîì �1 + �2 = 1, òî ìîæíî ââåñòè áîëååóäîáíîå îáîçíà÷åíèå: � = �1, è òîãäà 1 � � = �2, ïðè÷åì 0 � � � 1. Âûïóêëóþêîìáèíàöèþ âåêòîðîâ x1 è x2 ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:�x = �1x1 + �2x2 = �x1 + (1� �)x2 = x2 + �(x1 � x2); 0 � � � 1:Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè èçìåíåíèè � îò 0 äî 1 âåêòîð �x ïðîáåãàåò îòðåçîê ñ êîíöàìèx1 è x2.Àíàëîãè÷íî â ïðîèçâîëüíîì n�ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Rn âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿäâóõ òî÷åê ëåæèò âíóòðè îòðåçêà, èõ ñîåäèíÿþùåãî. Ìíîæåñòâî âñåõ âûïóêëûõ êîì-áèíàöèé äâóõ òî÷åê åñòü îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ýòè òî÷êè.Ìíîæåñòâî âñåõ âûïóêëûõ êîìáèíàöèé òðåõ òî÷åê x1, x2, x3 â ïðîñòðàíñòâå R3åñòü òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè x1, x2 è x3.Îïðåäåëåíèå âûïóêëîé �óíêöèè.Ïóñòü �óíêöèÿ f çàäàíà íà ïðîìåæóòêå P . Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé íàP , åñëè äëÿ ëþáûõ òî÷åê x1; x2 2 P è äëÿ ëþáîãî ÷èñëà � 2 [0; 1℄f(�x1 + (1� �)x2) � �f(x1) + (1� �)f(x2):Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ âîãíóòîé íà P , åñëè â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå çíàê ïðîòè-âîïîëîæíûé:f(�x1 + (1� �)x2) � �f(x1) + (1� �)f(x2) 8x1; x2 2 P; 0 � � � 1:Åñëè íåðàâåíñòâà ñòðîãèå ïðè 0 < � < 1, òî �óíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âûïóê-ëîé íà P , èëè, ñîîòâåòñòâåííî, ñòðîãî âîãíóòîé íà P .Çàìå÷àíèå î òåðìèíîëîãèè. Ê ñîæàëåíèþ, â ó÷åáíèêàõ íà ðóññêîì ÿçûêå, èçäàí-íûõ â 50�å ãîäû è ðàíåå, òåðìèíû "âûïóêëàÿ �óíêöèÿ"è "âîãíóòàÿ �óíêöèÿ"èìåþòïðÿìî ïðîòèâîïîëîæíîå çíà÷åíèå. Â ðàñïðîñòðàíåííîì ñáîðíèêå çàäà÷ �.Í.Áåðìàíà,íàïèñàííîì â êîíöå 40�õ ãîäîâ, �óíêöèè, íàçûâàåìûå â íàñòîÿùåå âðåìÿ âûïóêëû-ìè, íàçâàíû âîãíóòûìè, è íàîáîðîò.Áîëåå íàäåæíûì ÿâëÿåòñÿ òàêæå øèðîêî óïîòðåáëÿåìûé òåðìèí âûïóêëîé âíèç�óíêöèè � äëÿ âûïóêëîé �óíêöèè, è âûïóêëîé ââåðõ �óíêöèè � äëÿ âîãíóòîé �óíê-öèè.Îïðåäåëåíèå âûïóêëîñòè �óíêöèè èìååò âèä íåðàâåíñòâà, ñâÿçûâàþùåãî äâå âû-ïóêëûå êîìáèíàöèè, à èìåííî: çíà÷åíèå �óíêöèè f â âûïóêëîé êîìáèíàöèè àðãó-ìåíòîâ íå ïðåâîñõîäèò ñîîòâåòñòâóþùåé âûïóêëîé êîìáèíàöèè çíà÷åíèé �óíêöèèf . Âûïóêëûå êîìáèíàöèè, ñòîÿùèå â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà â àðãóìåíòå �óíê-öèè f , ïðîáåãàþò îòðåçîê [x1; x2℄. Âûïóêëûå êîìáèíàöèè, ñòîÿùèå â ïðàâîé ÷àñòèíåðàâåíñòâà, ïðîáåãàþò îòðåçîê [f(x1); f(x2)℄. Íà ãðà�èêå �óíêöèè f îòðåçîê, ñî-åäèíÿþùèé òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (x1; f(x1)) è (x2; f(x2)), íàçûâàåòñÿ õîðäîé ãðà-�èêà �óíêöèè f . ×àñòü ãðà�èêà �óíêöèè f , ñîåäèíÿþùàÿ òå æå òî÷êè (x1; f(x1)) è(x2; f(x2)), íàçûâàåòñÿ äóãîé ãðà�èêà.Îïðåäåëåíèå âûïóêëîé �óíêöèè ìîæíî äàòü è â ñëåäóþùèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ òåð-ìèíàõ: �óíêöèé íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé, åñëè âñÿêàÿ õîðäà åå ãðà�èêà ëåæèò íàäñîîòâåòñòâóþùåé äóãîé ãðà�èêà.



52Òåîðåìà î êàñàòåëüíûõ ê ãðà�èêó âûïóêëîé �óíêöèè.Ïóñòü �óíêöèÿ f çàäàíà è äè��åðåíöèðóåìà íà ïðîìåæóòêå P . Äëÿ òîãî, ÷òîáûîíà áûëà âûïóêëîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åå ãðà�èê ëåæàë âûøå ëþáîéêàñàòåëüíîé ê ãðà�èêó.(�ðà�èê � ëåæèò âûøå êàñàòåëüíîé L, åñëè äëÿ ëþáîãî x0 2 P òî÷êà (x0; yf)ïåðåñå÷åíèÿ âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé x = x0 ñ ãðà�èêîì � ëåæèò âûøå òî÷êè (x0; yd)ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé æå ïðÿìîé ñ êàñàòåëüíîé L, ò.å. yf � yd.)Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî íèæå, ïîñêîëüêó ññûëàåòñÿ íà ñëåäóþùèé êðèòåðèéâûïóêëîñòè �óíêöèè.Òåîðåìà. Êðèòåðèé âûïóêëîñòè äâàæäû äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè.Ïóñòü �óíêöèÿ f îïðåäåëåíà è èìååò âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ íà ïðîìåæóòêå P .Òîãäà f âûïóêëà íà P () 8x 2 P f 00(x) � 0:Åñëè æå f 00(x) > 0 ïðè âñåõ x 2 P , òî �óíêöèÿ f ñòðîãî âûïóêëà íà P .Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü (ò.å. )). Ïóñòü �óíêöèÿ f âûïóêëàÿíà P . Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî f 00(x) � 0 ïðè âñåõ x 2 P .Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ âíóòðåííþþ òî÷êó x ïðîìåæóòêà P . Ïðè ìàëûõ h > 0÷èñëà x� h è x+ h ïðèíàäëåæàò P . Çàïèøåì �îðìóëó Òåéëîðà â �îðìå Ïåàíî:f(x+ h) = f(x) + f 0(x)h + f 00(x)2 h2 + h2
(h);f(x� h) = f(x)� f 0(x)h+ f 00(x)2 h2 + h2
(�h);ïðè÷åì 
(h)! 0 ïðè h! 0. Ñëîæèì ýòè óðàâíåíèÿ:f(x+ h) + f(x� h) = 2f(x) + h2(f 00(x) + 
(h) + 
(�h)2 ):Ïî óñëîâèþ âûïóêëîñòè �óíêöèè f :f(x) = f �12(x+ h) + 12(x� h)� � 12f(x+ h) + 12f(x� h):Ñëåäîâàòåëüíî, f(x+ h) + f(x� h)� 2f(x) � 0 èf 00(x) + 
(h) + 
(�h)2 � 0ïðè âñåõ h, äëÿ êîòîðûõ x+ h 2 P è x� h 2 P . Ïðè h! 0 ïî òåîðåìå î ïðåäåëüíîìïåðåõîäå â íåðàâåíñòâàõ ïîëó÷èì, ÷òî f 00(x) � 0.Íåðàâåíñòâî f 00(x) � 0 äîêàçàíî äëÿ âñåõ âíóòðåííèõ òî÷åê ïðîìåæóòêà P . Ñëå-äîâàòåëüíî, �óíêöèÿ f 0 âîçðàñòàåò íà P . Ïî êðèòåðèþ ìîíîòîííîñòè äëÿ �óíêöèèf 0 çíà÷åíèÿ f 00 â êðàéíèõ òî÷êàõ ïðîìåæóòêà P òàêæå íåîòðèöàòåëüíû.Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü (ò.å. (). Ïóñòü f 00(x) � 0 ïðè âñåõ x 2 P . Äîêàæåìâûïóêëîñòü �óíêöèè f .Ïóñòü x1 < x2 è x1; x2 2 P , 0 < � < 1 è x� = �x1 + (1� �)x2. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü,÷òî f(x�) � �f(x1) + (1� �)f(x2):Çàïèøåì �îðìóëó Òåéëîðà ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ �óíêöèè f â òî÷êå x�:f(x) = f(x�) + f 0(x�)(x� x�) + f 00(�)2 (x� x�)2;



53ãäå òî÷êà � = �(x) ðàñïîëîæåíà ìåæäó x� è x. Ïîñêîëüêó âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ íåìåíüøå íóëÿ â ëþáîé òî÷êå �, à (x� x�)2 � 0, òîf(x) � f(x�) + f 0(x�)(x� x�) 8x 2 P:Ïîäñòàâèì â ýòó �îðìóëó x = x1, çàòåì x = x2 è ñëîæèì ñ êîý��èöèåíòàìè � è1� �: �f(x1) + (1� �)f(x2) � f(x�) + f 0(x�)(�x1 + (1� �)x2 � x�) = f(x�);÷òî ñîâïàäàåò ñ íåðàâåíñòâîì âûïóêëîñòè.Åñëè íåðàâåíñòâî f 00(x) > 0 ñòðîãîå, òî â ïîñëåäíåì ïåðåõîäå íåðàâåíñòâî òàêæåïîëó÷àåòñÿ ñòðîãèì, ÷òî óêàçûâàåò íà ñòðîãóþ âûïóêëîñòü �óíêöèè f .Ñëåäñòâèå î ìîíîòîííîñòè ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ó âûïóêëîé �óíêöèè. Ó âûïóê-ëîé �óíêöèè f ïðîèçâîäíàÿ f 0 âîçðàñòàåò.Äëÿ äâàæäû äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç êðèòåðèÿìîíîòîííîñòè �óíêöèè è íåðàâåíñòâà (f 0)0 � 0. Óòâåðæäåíèå âåðíî òàêæå è äëÿâûïóêëûõ �óíêöèé, íå èìåþùèõ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î êàñàòåëüíûõ ê ãðà�èêó âûïóêëîé �óíêöèè.Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ãðà�èê �óíêöèè f ëåæèò âûøå ëþáîé êàñàòåëü-íîé. Äîêàæåì, ÷òî �óíêöèÿ f � âûïóêëàÿ.Ïóñòü x1; x2 2 P , 0 < � < 1 è x� = �x1 + (1� �)x2 � âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ òî÷åêx1 è x2. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òîf(x�) � �f(x1) + (1� �)f(x2):Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: y1 = f(x1), y2 = f(x2), y� = f(x�). Ïðîâåäåì êàñàòåëüíóþL ê ãðà�èêó �óíêöèè f â òî÷êå (x�; y�). Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ, òî÷êè ãðà�èêà(x1; y1) è (x2; y2) ëåæàò âûøå êàñàòåëüíîé. Íî òîãäà è âåñü îòðåçîê íà ïëîñêîñòè, ñî-åäèíÿþùèé ýòè òî÷êè, ëåæèò âûøå êàñàòåëüíîé. Ñëåäîâàòåëüíî, âûøå êàñàòåëüíîéëåæèò è òî÷êà �(x1; y1) + (1� �)(x2; y2) = (x�; �y1 + (1� �)y2):Êàñàòåëüíàÿ L ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (x�; y�), ñëåäîâàòåëüíî,y� � �y1 + (1� �)y2;÷òî ñîâïàäàåò ñ íåðàâåíñòâîì èç îïðåäåëåíèÿ âûïóêëîñòè �óíêöèè f .Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü �óíêöèÿ f âûïóêëàÿ íà P . Ïóñòü x1 2 P , y1 =f(x1) è L � êàñàòåëüíàÿ ê ãðà�èêó �óíêöèè f â òî÷êå (x1; y1). Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü,÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x2 2 P òî÷êà (x2; yd) ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîé L ñ âåðòèêàëüíîéïðÿìîé x = x2 ëåæèò íèæå òî÷êè ãðà�èêà (x2; y2), ò.å. yd � y2, ãäå y2 = f(x2).Êàñàòåëüíàÿ L ÿâëÿåòñÿ ãðà�èêîì à��èííîé �óíêöèèy = y1 + f 0(x1)(x� x1):Ïðè x = x2 ïîëó÷àåì îðäèíàòó y = yd òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ L è x = x2. Ïîýòîìóíåðàâåíñòâî y2 � yd ìîæíî çàïèñàòü òàêæå â âèäåy2 � y1 + f 0(x1)(x2 � x1)



54èëè y2 � y1 � f 0(x1)(x2 � x1):Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà î êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèÿõ ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî � ìåæäóx1 è x2, ÷òî y2 � y1 = f 0(�)(x2 � x1):Ïî ñëåäñòâèþ î ìîíîòîííîñòè ïåðâîé ïðîèçâîäíîé äëÿ âûïóêëîé �óíêöèè f åå ïðî-èçâîäíàÿ f 0 ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé �óíêöèåé.Åñëè x1 < x2, òî � > x1, è ñëåäîâàòåëüíî, f 0(�) � f 0(x1). Ïîýòîìóy2 � y1 = f 0(�)(x2 � x1) � f 0(x1)(x2 � x1):Åñëè æå x2 < x1, òî � < x1 è f 0(�) � f 0(x1). Ñíîâày2 � y1 = f 0(�)(x2 � x1) � f 0(x1)(x2 � x1);òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå x2 � x1 < 0.Â îáîèõ ñëó÷àÿõ íåðàâåíñòâî y2 � y1 � f 0(x1)(x2 � x1) äîêàçàíî.Òåîðåìà. Íåðàâåíñòâî Èåíñåíà. [J.L.Jensen, 1906; O.H�older, 1889℄.Ïóñòü f � âûïóêëàÿ �óíêöèÿ íà ïðîìåæóòêå P . Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàáîðà òî÷åêx1, x2, : : :, xn â P îáðàç ëþáîé âûïóêëîé êîìáèíàöèè íå ïðåâîñõîäèò ñîîòâåòñòâóþùåéâûïóêëîé êîìáèíàöèè îáðàçîâ:f  nXk=1 �kxk! � nXk=1 �kf(xk); 0 < �k < 1; 1 � k � n; nXk=1 �k = 1:Åñëè �óíêöèÿ f ñòðîãî âûïóêëà íà P è ñðåäè ÷èñåë xk åñòü ðàçëè÷íûå, òî ïî-ñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñòðîãîå.Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî n. Ïðè n = 2 ïîëó÷àåòñÿ îïðåäåëåíèå âûïóêëîé�óíêöèè.Äîêàæåì èíäóêöèîííûé øàã. Ïóñòü óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ n� 1. Îïðåäåëèì÷èñëà �� = Pn�1k=1 �k, �k = �k=�� ïðè 1 � k � n � 1. Òîãäà ñóììà íåîòðèöàòåëüíûõ÷èñåë �k ðàâíà 1, è ïîýòîìó òî÷êà x� = n�1Xk=1 �kxkÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé n � 1 òî÷êè (xk)n�1k=1 . Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëî-æåíèþ, f(x�) = f  n�1Xk=1 �kxk! � n�1Xk=1 �kf(xk):Îïðåäåëèì � = �n, òîãäà 1 � � = ��. Â ñëåäóþùåì ïðåîáðàçîâàíèè ïåðâîå íåðà-âåíñòâî åñòü óñëîâèå âûïóêëîñòè �óíêöèè f , à âòîðîå íåðàâåíñòâî � èíäóêöèîííîå



55ïðåäïîëîæåíèå:f  nXk=1 �kxk! = f  n�1Xk=1 ���kxk + �xn! = f((1� �)x� + �xn)� (1� �)f(x�) + �f(xn) � �� n�1Xk=1 �kf(xk) + �f(xn)= n�1Xk=1 �kf(xk) + �nf(xn) = nXk=1 �kf(xk);÷òî äîêàçûâàåò èíäóêöèîííûé øàã.Åñëè �óíêöèÿ f ñòðîãî âûïóêëàÿ, òî îäíî èç äâóõ íåðàâåíñòâ â ïîñëåäíåì ïåðå-õîäå � ñòðîãîå.Çàìå÷àíèå î âîãíóòûõ �óíêöèÿõ.Åñëè �óíêöèÿ f âîãíóòàÿ, òî �óíêöèÿ (�f) âûïóêëàÿ, è íàîáîðîò. Ïîýòîìó äëÿâîãíóòûõ �óíêöèé äîêàçàííûå âûøå òåîðåìû ãàðàíòèðóþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:1. f 00(x) � 0 8x 2 P , à åñëè f 00 < 0 íà P , òî f ñòðîãî âîãíóòà.2. Ëþáàÿ õîðäà ãðà�èêà �óíêöèè ëåæèò íèæå ñîîòâåòñòâóþùåé äóãè ãðà�èêà.3. �ðà�èê ëåæèò íèæå ëþáîé ñâîåé êàñàòåëüíîé.4. Íåðàâåíñòâî Èåíñåíà äëÿ âîãíóòûõ �óíêöèé:f  nXk=1 �kxk! � nXk=1 �kf(xk); 0 < �k < 1; 1 � k � n; nXk=1 �k = 1:Ïðèìåð 1. Íåðàâåíñòâî Êîøè.�àññìîòðèì �óíêöèþ f(x) = log x, çàäàííóþ íà èíòåðâàëå (0;+1). Åå âòîðàÿïðîèçâîäíàÿ f 00(x) = �1=x2 îòðèöàòåëüíà íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ïîýòîìó�óíêöèÿ f ñòðîãî âîãíóòà.Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà x1, x2, : : :, xn, è çàïèøåì íåðàâåí-ñòâî Èåíñåíà: log nXk=1 �kxk! � nXk=1 �k logxk;ãäå 0 < �k < 1 ïðè k = 1; 2; : : : ; n è �1+�2+ : : :+�n = 1. Â íåðàâåíñòâå Èåíñåíà çíàê� ìîæíî çàìåíèòü íà >, åñëè íå âñå ÷èñëà xk ñîâïàäàþò.Ñóììà ëîãàðè�ìîâ ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà ê ëîãàðè�ìó ïðîèçâåäåíèÿ, ïîýòî-ìó x�11 x�22 � � �x�nn � �1x1 + �2x2 + : : :+ �nxn:Åñëè âûáðàòü �k = 1n ïðè k = 1; 2; : : : ; n, òî ïîëó÷èòñÿ íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèìãåîìåòðè÷åñêèì è ñðåäíèì àðè�ìåòè÷åñêèì:npx1x2 � � �xn � x1 + x2 + � � �+ xnn ;ïðè÷åì íåðàâåíñòâî ñòðîãîå, åñëè ñðåäè ÷èñåë xk åñòü ðàçëè÷íûå.Ïðèìåð 2. Íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî. [H. Minkowski℄�àññìîòðèì �óíêöèþ f(x) = xp ïðè p > 1, çàäàííóþ íà èíòåðâàëå (0;+1). Âòî-ðàÿ ïðîèçâîäíàÿ f 00(x) = p(p � 1)xp�2 ïîëîæèòåëüíà íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ,ïîýòîìó �óíêöèÿ f ñòðîãî âûïóêëàÿ.



56Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà x1, x2, : : :, xn, è çàïèøåì íåðàâåí-ñòâî Èåíñåíà:  nXk=1 �kxk!p � nXk=1 �kxpk;ãäå 0 < �k < 1 ïðè k = 1; 2; : : : ; n è �1+�2+ : : :+�n = 1. Â íåðàâåíñòâå Èåíñåíà çíàê� ìîæíî çàìåíèòü íà <, åñëè íå âñå ÷èñëà xk ñîâïàäàþò.Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé íàáîð ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë (�k)nk=1 è îáîçíà÷èì èõ ñóììó÷åðåç ��. Òîãäà ÷èñëà �k = �k=��, 1 � k � n îáëàäàþò ñâîéñòâîì �1 + � � � + �n = 1.Ïîýòîìó (Pnk=1 �kxk)p��p � Pnk=1 �kxpk�� ;÷òî ìîæíî òàêæå ïðåîáðàçîâàòü ê íåðàâåíñòâónXk=1 �kxk �  nXk=1 �kxpk! 1p  nXk=1 �k! p�1p 8�k > 0; 8xk > 0:×èñëà p > 1 è q = pp�1 íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè, ïîòîìó ÷òî 1p + 1q = 1.Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå âìåñòî xk è �k. Îïðåäåëèì ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà ak èbk ðàâåíñòâàìè �k = bqk, xk = akb1�qk ïðè 1 � k � n. Ïîñëå òîæäåñòâåííûõ ïðåîáðàçî-âàíèé ïîëó÷èòñÿ íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî:nXk=1 akbk �  nXk=1 apk! 1p  nXk=1 bqk! 1q ; 1p + 1q = 1; ak > 0; bk > 0:Ïðèìåð 3. Íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî. [A.L.Caushy, 1821; èíòåãðàëüíîåîáîáùåíèå äîêàçàë Â.ß.Áóíÿêîâñêèé â 1859 ã.; èíîãäà ýòî íåðàâåíñòâî íàçûâàþòíåðàâåíñòâîìØâàðöà (H.A.S
hwarz), îïóáëèêîâàâøåãî ðåçóëüòàò áåç ññûëîê íà ïðåä-øåñòâåííèêîâ â 1884 ã.℄Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî. Åñëè p = 2, òî q = 2. Ïîëó÷àåòñÿ,÷òî äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a1, a2, : : :, an è b1, b2, : : :, bn:nXk=1 akbk �vuut nXk=1 a2k vuut nXk=1 b2k:Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ñðåäè ÷èñåë ak èëè bk åñòü îòðèöàòåëüíûå, òî ýòî íåðàâåíñòâî òåìáîëåå âûïîëíåíî. Òàêèì îáðàçîì, îíî ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõak è bk.Âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-äåíèå âåêòîðîâ a = (ak)nk=1 è b = (bk)nk=1. Òîãäà â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò ïðîèçâåäåíèåäëèí ýòèõ âåêòîðîâ. Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ÷àñòî �îðìóëèðóþòâ ãåîìåòðè÷åñêèõ òåðìèíàõ: ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ íå ïðåâîñõîäèò ïðî-èçâåäåíèÿ èõ äëèí.



57Êîìïëåêñíûå ÷èñëàÌíîæåñòâîì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàðâåùåñòâåííûõ ÷èñåë (a; b), äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæå-íèÿ: (a1; b1) + (a2; b2) = (a1 + a2; b1 + b2);(a1; b1) � (a2; b2) = (a1a2 � b1b2; a1b2 + a2b1):×èñëî a íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = (a; b), à ÷èñëîb � ìíèìîé ÷àñòüþ. Îáîçíà÷åíèå: a = Re z, b = Im z.Â ïîäìíîæåñòâå C, ñîñòîÿùåì èç ÷èñåë ñ íóëåâîé ìíèìîé ÷àñòüþ, ò.å. âèäà z =(a; 0), ñëîæåíèå è óìíîæåíèå îñóùåñòâëÿþòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë,ÿâëÿþùèõñÿ èõ âåùåñòâåííûìè ÷àñòÿìè:(a1; 0) + (a2; 0) = (a1 + a2; 0);(a1; 0) � (a2; 0) = (a1a2; 0):Ïîýòîìó êîìïëåêñíîå ÷èñëî (a; 0) ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåíî ñ âåùåñòâåííûì ÷èñëîìa. Â ÷àñòíîñòè, êîìïëåêñíûå ÷èñëà (x; y) ìîæíî óìíîæàòü íà âåùåñòâåííûå a, ñ÷èòàÿèõ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè (a; 0):a (x; y) = (a; 0) (x; y) = (ax; ay);ò.å. îòäåëüíî óìíîæàåòñÿ âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè.Ëþáîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå(a; b) = (a; 0) + b (0; 1):Êîìïëåêñíîå ÷èñëî (0; 1) íàçûâàåòñÿ ìíèìîé åäèíèöåé è îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ i (èíî-ãäà j). Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå(a; b) = a + bi:Èìåííî ýòà �îðìà çàïèñè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíîé.Îíà íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé çàïèñüþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.Ìíèìàÿ åäèíèöà i îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: i � i = �1, è ïîýòîìó ýòî ÷èñëîíàçûâàþò òàêæå êâàäðàòíûì êîðíåì èç �1. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà ñ íóëåâîé âåùå-ñòâåííîé ÷àñòüþ, ò.å. âèäà z = bi, íàçûâàþò ÷èñòî ìíèìûìè.Êîìïëåêñíîå ÷èñëî z íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûì ïî îòíîøåíèþ ê êîì-ïëåêñíîìó ÷èñëó 
 = (a; b), åñëè z = (a; �b). Ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå: z = �
.Î÷åâèäíî, ÷òî âòîðîå êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì ÷èñëîì: �z =
. Êðîìå òîãî, êîìïëåêñíîå ÷èñëî 
 �
 = (a2 + b2; 0) ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì.Ñâîéñòâà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.Äëÿ ëþáûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1, z2, z3 âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:1. z1 + z2 = z2 + z1 � êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ;2. z1 + (z2 + z3) = (z1 + z2) + z3 � àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ;3. z1z2 = z2z1 � êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ;4. z1(z2z3) = (z1z2)z3 � àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ;5. z1(z2+z3) = z1z2+z1z3 � äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ.Êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå ÷èñëà ïîñëå ñëîæåíèÿ èëè óìíîæåíèÿ îñòàþòñÿ êîì-ïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè:



586. �z1 + �z2 = z1 + z2;7. �z1 �z2 = z1 z2.Êîìïëåêñíûå ÷èñëà ìîæíî íå òîëüêî óìíîæàòü, íî è äåëèòü. Äëÿ òîãî, ÷òîáûâû÷èñëèòü îòíîøåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë a + bi è 
 + di 6= 0, íóæíî ÷èñëèòåëü èçíàìåíàòåëü óìíîæèòü íà ÷èñëî, ñîïðÿæåííîå ê çíàìåíàòåëþ:a + bi
 + di = (a+ bi)(
� di)(
+ di)(
� di) = (a + bi)(
� di)
2 + d2 :×èñëî 
2 + d2 � âåùåñòâåííîå è ïîëîæèòåëüíîå. Ïîýòîìó åãî ìîæíî îáðàòèòü èâûíåñòè îáùèì ìíîæèòåëåì:a+ bi
+ di = 1
2 + d2 (a+ bi)(
� di):Îñòàåòñÿ âû÷èñëèòü ïðîèçâåäåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è ðàçäåëèòü âåùåñòâåííóþ èìíèìóþ ÷àñòè íà 
2 + d2.�åîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.Ëþáàÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà ÷èñåë îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò òî÷êó íà ïëîñêîñòè, íàêîòîðîé �èêñèðîâàíà äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò. Ïîýòîìó êîìïëåêñíîìó ÷èñëóñîîòâåòñòâóåò òî÷êà íà ïëîñêîñòè. Ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ìîæåò áûòü îòîæ-äåñòâëåíî ñ ïëîñêîñòüþ, íà êîòîðîé ââåäåíû îïåðàöèè óìíîæåíèÿ è ñëîæåíèÿ òî÷åê.Ïîýòîìó ìíîæåñòâî C êîìïëåêñíûõ ÷èñåë íàçûâàþò òàêæå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ.Íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè îñü àáñöèññ ñîäåðæèò âñå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, è ïîýòî-ìó íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííîé îñüþ. Îñü îðäèíàò ñîäåðæèò âñå ÷èñòî ìíèìûå ÷èñëà,è ïîýòîìó íàçûâàåòñÿ ìíèìîé îñüþ.Íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ìîæíî ââåñòè ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Êàæäîéòî÷êå (x; y) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå äëèíà ðàäèóñà�âåêòîðà r =px2 + y2 è ïîëÿðíûéóãîë �, îòñ÷èòûâàåìûé îò îñè àáñöèññ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = x + iy ìîæåò áûòü òàêæå çàäàíî÷èñëàìè r è �. ×èñëî r íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z è îáîçíà÷àåòñÿjzj. ×èñëî � íàçûâàåòñÿ àðãóìåíòîì z.Âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè x, y, à òàêæå ìîäóëü r è àðãóìåíò � êîìïëåêñíîãî÷èñëà ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì óðàâíåíèÿìè� x = r 
os�;y = r sin�; 8>><>>: r =px2 + y2;sin� = ypx2+y2 ;
os � = xpx2+y2 :Ïîëÿðíûé óãîë � îïðåäåëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì ÷èñëîì íåîäíîçíà÷íî: ïðè äîáàâëå-íèè 2�k òî÷êà ïëîñêîñòè íå ìåíÿåòñÿ. Ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñåë �, óäîâëåòâîðÿþùèõïîñëåäíåé ñèñòåìå óðàâíåíèé, îáîçíà÷àåòñÿ Arg z. Òî çíà÷åíèå àðãóìåíòà, êîòîðîåðàñïîëîæåíî â ïðîìåæóòêå [��; �), íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì çíà÷åíèåì àðãóìåíòà z.Èíîãäà âìåñòî ïðîìåæóòêà [��; �) äëÿ ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ âûáèðàþò ïðîìåæóòîê[0; 2�). Â ëþáîì ñëó÷àåArg z = farg z + 2�k j k = 0;�1;�2; : : :g:Åñëè â àëãåáðàè÷åñêóþ �îðìó êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z âìåñòî âåùåñòâåííîé è ìíè-ìîé ÷àñòåé x è y ïîäñòàâèòü èõ âûðàæåíèÿ ÷åðåç ìîäóëü è àðãóìåíò, òî ïîëó÷èòñÿ



59ðàâåíñòâî z = jzj (
os�+ i sin�); (ãäå � = arg z)êîòîðîå íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé �îðìîé êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z.Ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë, çàïèñàííûõ â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé �îðìå, ìîæíî ïðåîáðà-çîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü jz1j = r1, arg z1 = �1, jz2j = r2, arg z2 = �2. Òîãäàïî ïðàâèëàì ïðîèçâåäåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë:z1 z2 = r1 r2 (
os�1 + i sin�1) (
os�2 + i sin�2)= r1 r2 (
os�1 
os�2 � sin�1 sin�2) + i(sin�1 
os�2 + 
os�1 sin�2))= r1 r2 (
os(�1 + �2) + i sin(�1 + �2)):Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ìîæåò áûòü çàïèñàíî â áîëåå êîìïàêòíîé �îðìå:jz1 z2j = jz1j jz2j; Arg(z1 z2) = Arg z1 +Arg z2:Â ïðîèçâåäåíèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ìîäóëè ïåðåìíîæàþòñÿ, à àðãóìåíòû ñêëàäûâà-þòñÿ.Ôîðìóëû Ýéëåðà è Ìóàâðà.Îòîáðàæåíèå îò àðãóìåíòà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ê ñàìîìó ÷èñëó îáëàäàåò òåì æåñâîéñòâîì, ÷òî è ïîêàçàòåëüíàÿ �óíêöèÿ: ñóììà àðãóìåíòîâ ïðåîáðàçóåòñÿ â ïðîèç-âåäåíèå çíà÷åíèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì áûëî ââåäåíî ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:
os �+ i sin� = ei�:Èç �îðìóë äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé �îðìå ñëå-äóåò, ÷òî ei�1ei�2 = ei(�1+�2);â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîéñòâàìè ïîêàçàòåëüíîé �óíêöèè.Ïîäñòàíîâêà îïðåäåëåíèÿ ei� â òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ �îðìó ÷èñëà z äàåòz = jzjei arg z;÷òî íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëüíîé �îðìîé êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z.Èç îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè ei� ñëåäóþò îáðàòíûå �îðìóëû
os� = ei� + e�i�2 ; sin� = ei� � e�i�2i ;êîòîðûå íàçûâàþòñÿ �îðìóëàìè Ýéëåðà.Åñëè êîìïëåêñíîå ÷èñëî âîçâåñòè â íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü n, òî åãî ìîäóëü âîç-âåäåòñÿ â ýòó æó ñòåïåíü, à àðãóìåíò n ðàç ñëîæèòñÿ ñàì ñ ñîáîé. Åñëè z = rei�,òî zn = rnei n� èëè zn = rn(
osn�+ i sinn�):Ýòî �îðìóëû Ìóàâðà.Ïîêàçàòåëüíàÿ �óíêöèÿ ïðîäîëæàåòñÿ íà âñå êîìïëåêñíûå ÷èñëà ïî �îðìóëåex+iy = exeiy = ex(
os y + i sin y):Ýòà �óíêöèÿ ñîõðàíÿåò ñâîå îñíîâíîå ñâîéñòâîez1ez2 = ez1+z2 8z1; z2 2 C:



60Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî jex+iyj = ex è Arg ex+iy = fy + 2�k; k = 0;�1;�2; : : :g.Êîðíè èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.Ïóñòü z � êîìïëåêñíîå ÷èñëî, à n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî �íàçûâàåòñÿ êîðíåì n�îé ñòåïåíè èç z, åñëè �n = z. Íàéäåì ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ êîðíåéèç êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.Çàïèøåì ÷èñëà z è � â ïîêàçàòåëüíîé �îðìå:z = rei�; � = �ei :Òîãäà óñëîâèå �n = z ìîæíî çàïèñàòü â âèäå�n = r; f�+ 2�m; m = 0;�1; : : :g � fn + 2�ln; l = 0;�1; : : :g:Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî � = npr, ýòî ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî (ïðè z 6= 0).Èç ðàâåíñòâà àðãóìåíòîâ ñëåäóåò, ÷òî ðàçëè÷íûå (ñ òî÷íîñòüþ äî 2�k) çíà÷åíèÿâåëè÷èíû  ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå = �+ 2�kn ; 0 � k � n� 1:Òàêèì îáðàçîì, ó ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z 6= 0 ñóùåñòâóåò ðîâíî n ðàçëè÷íûõêîðíåé n�îé ñòåïåíè. Ýòî�k = npre�+2�kn i; 0 � k � n� 1:Ëîãàðè�ì è âîçâåäåíèå â êîìïëåêñíóþ ñòåïåíü.Êîìïëåêñíîå ÷èñëî � íàçûâàåòñÿ ëîãàðè�ìîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z, åñëè z = e�.Ïóñòü � = � + i� � àëãåáðàè÷åñêàÿ �îðìà � è z = rei� � ïîêàçàòåëüíàÿ �îðìà z.Çäåñü r = jzj, � = arg z, � = Re �, � = Im �. Òîãäàr ei� = e� ei�;Ïîýòîìó r = e� è � � � = 2�k ïðè öåëîì k.Â ÷àñòíîñòè, ïðè k = 0 ïîëó÷àåì �óíêöèþln z = ln jzj + i arg z;êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì çíà÷åíèåì ëîãàðè�ìà z. Âñå îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ ëîãà-ðè�ìà îáðàçóþò ìíîæåñòâîLn z = fln z + 2�ik; k = 0;�1;�2; : : :g = fln jzj+ i(arg z + 2�k); k = 0;�1;�2; : : :g:Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ "ëîãàðè�ì", êàê è �óíêöèÿ "àðãóìåíò", èìååò ñ÷åòíîå÷èñëî çíà÷åíèé, è îäíî èç íèõ íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì.Ôóíêöèÿ zz21 äëÿ êîìëåêñíûõ ÷èñåë z1 è z2 îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè çàìåíû íàez2 Ln z1 . Ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, â êîòîðîì îáû÷íî íå âûäåëÿþòêàêîãî�ëèáî ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ:zz21 = fez2(ln jz1j+i(arg z1+2�k)); k = 0;�1;�2; : : :g



61Ìíîãî÷ëåíûÌíîãî÷ëåíîì ñ âåùåñòâåííûìè êîý��èöèåíòàìè (èëè ìíîãî÷ëåíîì íàä ïîëåìâåùåñòâåííûõ ÷èñåë) íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ P : R! R, îïðåäåëÿåìàÿ ïðàâèëîìP (x) = a0 + a1x + a2x2 + : : :+ anxn;ãäå a0, a1, : : :, an � âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Ñòåïåíüþ ìíîãî÷ëåíà P (x) íàçûâàåòñÿíàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m, äëÿ êîòîðîãî am 6= 0. Â ÷àñòíîñòè, åñëè an = 0, òîñòåïåíü P ìåíüøå n. Ïî îïðåäåëåíèþ, ñòåïåíüþ ìíîãî÷ëåíà P � 0 ñ÷èòàåòñÿ �1.Còåïåíü îáîçíà÷àåòñÿ deg P îò àíãëèéñêîãî ñëîâà degree. Ìíîãî÷ëåíû èíîãäà íà-çûâàþò òàêæå ïîëèíîìàìè îò àíãëèéñêîãî polynomial.×èñëà a0, a1, : : :, an íàçûâàþòñÿ êîý��èöèåíòàìè ìíîãî÷ëåíà, è åñëè m = degP ,òî ÷èñëî am íàçûâàåòñÿ ñòàðøèì êîý��èöèåíòîì.Ìíîãî÷ëåíû ñ êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè (èëè íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷è-ñåë) îòëè÷àþòñÿ îò ìíîãî÷ëåíîâ ñ âåùåñòâåííûìè êîý��èöèåíòàìè òîëüêî òåì, ÷òîèõ êîý��èöèåíòû ìîãóò áûòü êîìïëåêñíûìè (è, â ÷àñòíîì ñëó÷àå, âåùåñòâåííûìè).Îíè ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ îòîáðàæåíèåì P : C! C, ò.å. ïåðåìåííàÿ x ìîæåò ïðèíèìàòüêîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ. Â äàëüíåéøåì, åñëè íå îãîâîðåíî îñîáî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òîìíîãî÷ëåíû èìåþò êîìïëåêñíûå êîý��èöèåíòû.Äâà ìíîãî÷ëåíà ðàâíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ó íèõ ðàâíû êîý��èöèåíòûïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ. Ìíîãî÷ëåíû ìîæíî ñêëàäûâàòü, óìíîæàòü íà ÷èñëà èäðóã íà äðóãà. Ïðè ýòîì áóäóò ïîëó÷àòüñÿ ñíîâà ìíîãî÷ëåíû. Ìíîãî÷ëåíû îáðàçóþòàëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, íàçûâàåìóþ êîëüöîì.�àöèîíàëüíîé �óíêöèåé íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ:R(x) = P (x)Q(x) ; x 2 RnQ�1(f0g);ãäå P è Q � ìíîãî÷ëåíû, ïðè÷åì Q íå åñòü òîæäåñòâåííûé íîëü. �àöèîíàëüíàÿ�óíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè degP < degQ. Åñëè æå Q(x) = 
onst 6= 0, òîðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ òàêæå è ìíîãî÷ëåíîì.Òåîðåìà î äåëåíèè ìíîãî÷ëåíîâ.Äëÿ ëþáûõ ìíîãî÷ëåíîâ P è Q ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû ìíîãî÷ëåíû S è r,òàêèå, ÷òî P (x) = S(x)Q(x) + r(x) è deg r < degQ:Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü degP = n. Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå S è r èíäóêöèåé ïîn. Ïðè n = 0 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî: åñëè degQ > 0, òî S = 0, r = P ; åñëè degQ = 0,òî r = 0, S = Q=P .Äîêàæåì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä. Ïóñòü óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ ìíîãî÷ëåíîâP ñòåïåíè n è ïóñòüP (x) = p0 + p1x + : : :+ pn+1xn+1; Q(x) = p0 + p1x + : : :+ pmxm;ïðè÷åì pn+1 6= 0 è qm 6= 0. Åñëè n+ 1 < m, òî ìîæíî âûáðàòü S = 0 è r = P .Ïóñòü n + 1 � m. ÒîãäàP (x) = pn+1qm xn+1�mQ(x) + P1(x); P1(x) = P (x)� pn+1qm xn+1�mQ(x):



62Ìíîãî÷ëåí P1(x) ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n+ 1, ïðè÷åì ñòàð-øèå êîý��èöèåíòû ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ ðàâíû è ïîýòîìó ñîêðàùàþòñÿ. Ñëåäîâàòåëü-íî, degP1 � n è ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ñóùåñòâóþò òàêèå ìíîãî÷ëåíûS1 è r, ÷òî P1 = S1Q+ r. Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â ïðåäûäóùóþ �îðìóëó:P (x) = �pn+1qm xn+1�m + S1(x)�Q(x) + r(x) = S(x)Q(x) + r(x); deg r < degQ;÷òî äîêàçûâàåò èíäóêöèîííûé ïåðåõîä.Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ìíîãî÷ëåíîâ S è r. Ïóñòü òàêèõ ïàð äâå:P = S1Q + r1 = S2Q+ r2; deg r1 < degQ; deg r2 < degQ:Òîãäà (S1 � S2)Q = r2 � r1:Åñëè S1 6= S2, òî ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íå ìåíüøå degQ,à â ïðàâîé ÷àñòè � ñòðîãî ìåíüøå, ÷åì degQ. Ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò åäèíñòâåí-íîñòü ìíîãî÷ëåíîâ S è r.Óòâåðæäåíèå òåîðåìû î äåëåíèè ìíîãî÷ëåíîâ ÷àñòî çàïèñûâàþò â âèäå ðàâåíñòâàðàöèîíàëüíûõ �óíêöèé:P (x)Q(x) = S(x) + r(x)Q(x) ; deg r < degQ:Ñîãëàñíî òåîðåìå, ëþáàÿ ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäåñóììû ìíîãî÷ëåíà è ïðàâèëüíîé ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè, ïðè÷åì òàêîå ïðåäñòàâëå-íèå åäèíñòâåííî.Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî åñëè êîý��èöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ P è Qâåùåñòâåííûå, òî êîý��èöèåíòû ÷àñòíîãî S è îñòàòêà r òîæå âåùåñòâåííûå.Òåîðåìà Áåçó. [E.B�ezout, 1779℄Îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà P (x) íà x� a ðàâåí çíà÷åíèþ P (a).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a � ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Ïî òåîðåìå î äåëå-íèè ìíîãî÷ëåíîâ ñóùåñòâóþò òàêèå ìíîãî÷ëåíû S è r, ÷òîP (x) = (x� a)S(x) + r(x); deg r < 1:Íî ìíîãî÷ëåí r íóëåâîé ñòåïåíè åñòü êîíñòàíòà: r(x) = r. Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïåðå-õîäèò â ÷èñëîâîå òîæäåñòâî ïðè ïîäñòàíîâêå âìåñòî x ëþáîãî ÷èñëà, êîìïëåêñíîãîèëè âåùåñòâåííîãî. Ïîäñòàâèì x = a. Òîãäà ïîëó÷èòñÿ P (a) = r.Ñëåäñòâèå î ëèíåéíîì ìíîæèòåëå.Åñëè êîìïëåêñíîå ÷èñëî a åñòü êîðåíü ìíîãî÷ëåíà P , òî ýòîò ìíîãî÷ëåí ðàçëàãà-åòñÿ íà ìíîæèòåëè, îäèí èç êîòîðûõ åñòü x� a.Òåîðåìà. Îñíîâíàÿ òåîðåìà âûñøåé àëãåáðû.Ëþáîé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè èìååòõîòÿ áû îäèí êîìïëåêñíûé êîðåíü.Áåç äîêàçàòåëüñòâà.



63Òåîðåìà î ðàçëîæåíèè ìíîãî÷ëåíà íà ìíîæèòåëè íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷è-ñåë.Ïóñòü P � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n ñî ñòàðøèì êîý��èöèåíòîì pn. Òîãäà ñóùåñòâóþòòàêèå ðàçëè÷íûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà 
1, 
2, : : :, 
m è ñîîòâåòñòâóþùèå èì íàòóðàëü-íûå ÷èñëà k1, k2, : : :, km, ÷òîP (x) = pn(x� 
1)k1(x� 
2)k2 � � � (x� 
m)km ;ïðè÷åì k1 + k2 + : : :+ km = n.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îñíîâíîé òåîðåìå âûñøåé àëãåáðû ìíîãî÷ëåí P èìååò êî-ðåíü. Îáîçíà÷èì åãî a1. Ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû Áåçó ìíîãî÷ëåí P ìîæíî ðàçëî-æèòü íà ìíîæèòåëè: P (x) = (x� a1)P1(x). Ïðè ýòîì ñòåïåíü P1 áóäåò ðàâíà n� 1, àñòàðøèé êîý��èöèåíò îñòàíåòñÿ ðàâíûì pn.Äàëåå, ìíîãî÷ëåí P1 ñíîâà ðàçëàãàåì íà ìíîæèòåëè â ñîîòâåòñòâèè ñ îñíîâíîéòåîðåìîé âûñøåé àëãåáðû è ñëåäñòâèåì èç òåîðåìû Áåçó: P1(x) = (x � a2)P2(x).Òàê æå ïîñòóïàåì è ñ ìíîãî÷ëåíîì P2(x) è ò. ä. Ïîñêîëüêó ïîñëå êàæäîé èòåðàöèèñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà ïîíèæàåòñÿ íà 1, òî ÷åðåç n èòåðàöèé îíà ñòàíåò ðàâíîé íóëþ.Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìíîãî÷ëåí Pn(x) ðàâåí ñâîåìó ñòàðøåìóö êîý��èöèåíòó, à ýòî pn.Ñëåäîâàòåëüíî, P (x) = pn(x� a1)(x� a2) � � � (x� an):Åñëè ñðåäè ÷èñåë a1, a2, : : :, an âñòðå÷àþòñÿ ðàâíûå, òî ñîîòâåòñòâóþùèå ñîìíîæè-òåëè ñãðóïïèðóåì âìåñòî. Ïîëó÷èòñÿ �îðìóëà èç óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû.Òåîðåìà î ðàçëîæåíèè ìíîãî÷ëåíà íà ìíîæèòåëè ñ âåùåñòâåííûìè êîý��èöè-åíòàìè.Ïóñòü P � ìíîãî÷ëåí ñ âåùåñòâåííûìè êîý��èöèåíòàìè. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèåíàáîðû âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (�i)mi=1, (pj; qj)nj=1 è íàáîðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (ki)mi=1,(lj)nj=1, ÷òî P (x) = d mYi=1(x� �i)ki nYj=1(x2 + pjx+ qj)lj ;ãäå d � ñòàðøèé êîý��èöèåíò P è âñå äèñêðèìèíàíòû êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ îòðè-öàòåëüíû: Dj = p2j�4qj < 0, 1 � j � n. Òàêîå ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè åäèíñòâåííî.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå î ðàçëîæåíèè ìíîãî÷ëåíà íà ìíîæèòåëè íàä ïîëåìêîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñóùåñòâóþò òàêèå ðàçëè÷íûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà 
1, 
2, : : :, 
N èñîîòâåòñòâóþùèå èì íàòóðàëüíûå ÷èñëà k1, k2, : : :, kN , ÷òîP (x) = d(x� 
1)k1(x� 
2)k2 � � � (x� 
m)kN ;ïðè÷åì k1 + k2 + : : :+ km = n. Ñðåäè ÷èñåë 
1, : : :, 
N , ìîãóò âñòðåòèòüñÿ âåùåñòâåí-íûå. Òîãäà ýòè ÷èñëà îáîçíà÷èì �1, : : :, �m. Ìíîæèòåëè x � 
j, ó êîòîðûõ ìíèìàÿ÷àñòü 
j íå ðàâíà íóëþ, ïðåîáðàçóþòñÿ äàëåå òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëèñü êâàäðàòè÷íûåñîìíîæèòåëè ñ âåùåñòâåííûìè êîý��èöèåíòàìè.Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî åñëè êîìïëåêñíîå ÷èñëî 
 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíàP (x) = a0 + a1x + : : : + anxn ñ âåùåñòâåííûìè êîý��èöèåíòàìè, òî è êîìïëåêñíî�ñîïðÿæåííîå ÷èñëî �
 òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì:P (�
) = a0 + a1�
+ a2�
2 + : : :+ an�
n = a0 + a1�
+ a2
2 + : : :+ an
n= a0 + a1
+ a2
2 + : : :+ an
n = a0 + a1
+ a1
2 + : : :+ an
n= P (
) = �0 = 0:



64Òàêèì îáðàçîì, åñëè 
k = ak+ibk ñ bk 6= 0, òî ñðåäè ÷èñåë 
1, : : :, 
N , åñòü ñîïðÿæåí-íîå ÷èñëî 
k = ak � ibk. Ïðåîáðàçóåì ïðîèçâåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæèòåëåé:(x� 
k)(x� 
k) = (x� ak � ibk)(x� ak + ibk) = (x� ak)2� (ibk)2 = x2 � 2akx+ a2k + b2k:Ïîëó÷èëñÿ êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí, êîý��èöèåíòû êîòîðîãî âåùåñòâåííûå. Êðîìå òî-ãî, åãî äèñêðèìèíàíò îòðèöàòåëüíûé.Ïåðåìíîæèì ïàðû ñêîáîê ñ ñîïðÿæåííûìè ÷èñëàìè 
k ñòîëüêî ðàç, ñêîëüêî ýòîâîçìîæíî ñäåëàòü. Òîãäà ìíîãî÷ëåí P (x) îêàæåòñÿ ðàçëîæåííûì íà ìíîæèòåëè,÷àñòü èç êîòîðûõ èìååò âåùåñòâåííûå êîý��èöèåíòû, à ÷àñòü � êîìïëåêñíûå ñ íåíó-ëåâîé ìíèìîé ÷àñòüþ. Ïðîèçâåäåíèå ïåðâîé ãðóïïû ìíîæèòåëåé îáîçíà÷èì Q(x), àâòîðîé � S(x).Òîãäà P (x) = Q(x)S(x). Ìíîãî÷ëåíû P (x) è Q(x) èìåþò âåùåñòâåííûå êîý��è-öèåíòû. Ïî òåîðåìå î äåëåíèè ìíîãî÷ëåíîâ ìíîãî÷ëåí S(x) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì îòäåëåíèÿ P íà Q. Ñëåäîâàòåëüíî, åãî êîý��èöèåíòû òàêæå âåùåñòâåííûå.Îäíàêî S ìîæåò èìåòü òîëüêî êîìïëåêñíûå êîðíè ñ íåíóëåâîé ìíèìîé ÷àñòüþ, àñîïðÿæåííûõ ïàð êîìïëåêñíûõ êîðíåé íåò, òàê êàê âñå ìíîæèòåëÿìè ñ ñîïðÿæåííû-ìè êîðíÿìè áûëè ïåðåìíîæåíû è âîøëè â ìíîãî÷ëåí Q. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãî÷ëåíQ âîîáùå íå èìååò êîðíåé è ðàâåí êîíñòàíòå. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìíîãî÷ëåí P óæåðàçëîæåí íà ìíîæèòåëè óêàçàííîãî âèäà ñ âåùåñòâåííûìè êîý��èöèåíòàìè.Òåîðåìà î ðàçëîæåíèè ïðàâèëüíîé ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè íà ïðîñòåéøèå.Ïóñòü R(x) = P (x)=Q(x) � ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ èQ(x) = mYi=1(x� �i)ki nYj=1(x2 + pjx+ qj)lj ;ïðè÷åì p2j < 4qj ïðè 1 � j � n.Òîãäà ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû íàáîðû âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (Ai;s), 1 � s � ki,1 � i � m è (Bi;s; Ci;s), 1 � s � lj, 1 � j � n, òàêèå, ÷òîP (x)Q(x) = mXi=1 kiXs=1 Ai;s(x� �i)s + nXj=1 ljXs=1 Bj;sx+ Cj;s(x2 + pjx + qj)s :Êàæäàÿ èç äðîáåé â ïðàâîé ÷àñòè ðàçëîæåíèÿ íàçûâàåòñÿ ïðîñòåéøåé ðàöèîíàëü-íîé �óíêöèåé.Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé âåùåñòâåííûé êîðåíü �i ìíîãî÷ëåíà Qè îáîçíà÷èì ÷åðåç Q1(x) ìíîãî÷ëåí, ïîëó÷àåìûé ïåðåìíîæåíèåì âñåõ ìíîæèòåëåé âðàçëîæåíèè Q, êðîìå (x��i)ki, ò.å. Q(x) = (x��i)kiQ1(x). Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåòè åäèíñòâåííû âåùåñòâåííîå ÷èñëî A è ìíîãî÷ëåí P1, òàêèå, ÷òîP (x)Q(x) = A(x� �i)ki + P1(x)(x� �i)ki�1Q1(x) :Äðóãèìè ñëîâàìè, â çíàìåíàòåëå ñòåïåíü ìíîæèòåëÿ x��i ìîæíî ïîíèçèòü, âûäåëèâîäíó èç ïðîñòåéøèõ äðîáåé, ñòîÿùóþ â óòâåðæäåíèè òåîðåìû.Îïðåäåëèì A = P (�i)=Q1(�i). Òîãäà ó ìíîãî÷ëåíà P (x)�AQ1(x) ÷èñëî �i ÿâëÿåòñÿêîðíåì. Ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû Áåçó ýòîò ìíîãî÷ëåí äåëèòñÿ íà (x � �i), ò.å.ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí P1(x) ñ âåùåñòâåííûìè êîý��èöèåíòàìè, ÷òîP (x)� AQ1(x) = (x� �i)P1(x):



65�àçäåëèì ýòî ðàâåíñòâî íà Q(x) = (x � �i)kiQ1(x) è ïåðåíåñåì ïðîñòåéøóþ äðîáü âïðàâóþ ÷àñòü: P (x)Q(x) = A(x� �i)ki + P1(x)(x� �i)ki�1Q1(x) ;÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Îáîçíà÷èì Ai;ki = A.�àöèîíàëüíóþ �óíêöèþ P1(x)(x��i)ki�1Q1(x) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ïî òîé æå ñõåìå, åñëèki � 1 > 0: P1(x)(x� �i)ki�1Q1(x) = Ai;ki�2(x� �i)ki�1 + P2(x)(x� �i)ki�2Q1(x) ;è ò. ä., ïîêà ìíîæèòåëü (x� �i) âîîáùå íå èñ÷åçíåò â çíàìåíàòåëå.Ïîñòóïàÿ òàêèì îáðàçîì, ðàçëîæèì ðàöèîíàëüíóþ �óíêöèþ P (x)=Q(x) â ñóì-ìó ïðîñòåéøèõ äðîáåé è ïðàâèëüíîé ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè eP (x)= eQ(x), ó êîòîðîéçíàìåíàòåëü ñîäåðæèò ëèøü ïðîèçâåäåíèÿ ìíîæèòåëåé (x2 + pjx + qj)lj .Ïóñòü eQ(x) = (x2+pjx+qj)lj eQ1(x). Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå âåùåñòâåííûå÷èñëà B, C è ìíîãî÷ëåí eP1, ÷òîeP (x)eQ(x) = Bx + C(x2 + pjx+ qj)lj + eP1(x)(x2 + pjx + qj)lj�1 eQ1(x) :Óìíîæèì ýòî ðàâåíñòâî íà çíàìåíàòåëü ïîñëåäíåé äðîáè:eP (x)x2 + pjx+ qj = (Bx + C) eQ1(x)x2 + pjx + qj + eP1(x):Ïî òåîðåìå î äåëåíèè ìíîãî÷ëåíîâ ñóùåñòâóþò òàêèå âåùåñòâåííûå ÷èñëà r0, r1, �0,�1 è ìíîãî÷ëåíû ñ âåùåñòâåííûìè êîý��èöèåíòàìè S0(x) è S1(x), ÷òîeP (x)x2 + pjx+ qj = S0(x) + r0 + r1xx2 + pjx+ qj ; eQ1(x)x2 + pjx + qj = S1(x) + �0 + �1xx2 + pjx + qj :Ïðè ýòîì ÷èñëà �0 è �1 íå ìîãóò áûòü ðàâíû íóëþ îäíîâðåìåííî, òàê êàê ìíîãî÷ëåíeQ1(x) íå ñîäåðæèò ìíîæèòåëåì x2 + pjx + qj.Òîãäà óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ìíîãî÷ëåíîâ çàïèñûâàåòñÿ â âèäår0 + r1xx2 + pjx + qj = (Bx+ C) �0 + �1xx2 + pjx+ qj + eP1(x)� S0(x) + (Bx + C)S1(x):Ýòî óðàâíåíèå ëåãêî ðåøàåòñÿ, åñëè çàìåòèòü, ÷òî(Bx + C) �0 + �1xx2 + pjx + qj = B�1 + �0C � qj�1B + (�1C + �0B � pj�1B)x2 + pjx+ qj :Ïðèðàâíÿåì êîý��èöèåíòû ÷èñëèòåëåé â äâóõ îñòàâøèõñÿ ïðàâèëüíûõ äðîáÿõ:� �0C � qj�1B = r0;�1C + (�0 � pj�1)B = r1:Ýòî ñèñòåìà óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ÷èñåë B è C. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñèñòåìûðàâåí � = �20 � pj�0�1 + qj�21. Åñëè �1 = 0, òî � = �20 > 0. Åñëè �1 6= 0, òî � =(�2 + pj�+ qj)�21, ãäå � = ��0=�1. Ñíîâà ïîëó÷àåì, ÷òî � > 0, òàê êàê äèñêðèìèíàíòìíîãî÷ëåíà x2 + pjx+ qj îòðèöàòåëüíûé è, ñëåäîâàòåëüíî, �2 + pj�+ qj > 0.



66Îïðåäåëèòåëü � ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íå ðàâåí íóëþ, ñëåäîâàòåëüíî, ñè-ñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (B;C). Îñòàåòñÿ îïðåäåëèòüeP1(x) = S0(x)� (Bx + C)S1(x)�B�1:Òàêèì îáðàçîì, â ïðàâèëüíîé ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè eP (x)= eQ(x) óäàåòñÿ âûäå-ëèòü ïðîñòåéøóþ äðîáü òàê, ÷òîáû ó îñòàâøåéñÿ ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè â çíàìåíà-òåëå ìíîæèòåëü x2 + pjx+ qj èìåë ìåíüøóþ êðàòíîñòü. Êàê è â ñëó÷àå ìíîæèòåëåéâèäà (x��i)ki, ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî âûäåëÿòü ïðîñòåéøèå äðîáè, ïîíèæàÿ ñòåïåíüñîìíîæèòåëÿ x2+pjx+ qj â çíàìåíàòåëå, äî òåõ ïîð, ïîêà îí ñîâñåì íå èñ÷åçíåò. Òàêìîæíî ïîñòóïèòü ñ êàæäûì ìíîæèòåëåì x2+pjx+ qj ïðè j = 1; 2; : : : ; n. Îñòàâøàÿñÿïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ íå áóäåò èìåòü êîðíåé çíàìåíàòåëÿ, è ïîýòîìóðàâíà íóëþ.×èñëà Ai;s, Bj;s è Cj;s íàçûâàþòñÿ íåîïðåäåëåííûìè êîý��èöèåíòàìè, ïîñêîëüêóñíà÷àëà îíè çàïèñûâàþòñÿ â âèäå íåèçâåñòíûõ êîíñòàíò, êîòîðûå çàòåì íàõîäÿòñÿèç ñèñòåìû óðàâíåíèé.Ïðàêòè÷åñêîå âû÷èñëåíèå íåîïðåäåëåííûõ êîý��èöèåíòîâ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.Ñóììà äðîáåé â ïðàâîé ÷àñòè ïðèâîäèòñÿ ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ. Ïðè ýòîì â çíà-ìåíàòåëå ïîëó÷èòñÿ â òî÷íîñòè ìíîãî÷ëåí Q(x). Â ÷èñëèòåëå ïîëó÷èòñÿ ìíîãî÷ëåíñòåïåíè íå âûøå degQ�1, êîý��èöèåíòû êîòîðîãî áóäóò ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìèíåîïðåäåëåííûõ êîý��èöèåíòîâ. Ïîñêîëüêó ÷èñëèòåëü äîëæåí áûòü ðàâåí P (x) ïðèâñåõ x, òî ìîæíî ïðèðàâíÿòü êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x.Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ðàçëîæåíèè ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè íà ïðîñòåé-øèå ñîäåðæèò åùå îäèí àëãîðèòì ðàñ÷åòà íåîïðåäåëåííûõ êîý��èöèåíòîâ. Ýòîò ñïî-ñîá îáû÷íî íàèáîëåå ý��åêòèâåí, åñëè âñå êîðíè çíàìåíàòåëÿ ðàöèîíàëüíîé �óíê-öèè � ïðîñòûå.



67ÈíòåãðàëÎïðåäåëåíèå ïåðâîîáðàçíîé �óíêöèè íà ïðîìåæóòêå.Ïóñòü �óíêöèè f è F çàäàíû íà ïðîìåæóòêå P , à F äè��åðåíöèðóåìà íà P .Ôóíêöèÿ F íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé �óíêöèåé �óíêöèè f , åñëè F 0 = f .Îïåðàöèÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðâîîáðàçíîé � îáðàòíàÿ ê îïåðàöèè äè��åðåíöèðîâà-íèÿ. Ïîýòîìó òàáëèöû ïðîèçâîäíûõ, ïåðåïèñàííûå ñïðàâà íàëåâî, ÿâëÿþòñÿ òàáëè-öàìè ïåðâîîáðàçíûõ.Çàìå÷àíèå î ëèíåéíîñòè ïåðâîîáðàçíûõ.Ïóñòü �óíêöèè f è g çàäàíû íà ïðîìåæóòêå P , à F è G � ñîîòâåñòâóþùèå ïåðâî-îáðàçíûå. Ïóñòü �; � 2 R. Òîãäà �óíêöèÿ �F+�G ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé �óíêöèåé�óíêöèè �f + �g.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñâîéñòâàì ëèíåéíîñòè ïðîèçâîäíîé íåïîñðåäñòâåííî ïðîâå-ðÿåòñÿ, ÷òî (�F + �G)0 = �F 0 + �G0 = �f + �g:Òåîðåìà î ìíîæåñòâå ïåðâîîáðàçíûõ.Ïóñòü F � ïåðâîîáðàçíàÿ �óíêöèè f íà ïðîìåæóòêå P . Òîãäà äëÿ ëþáîé ïîñòîÿí-íîé �óíêöèè C(x) = 
onst �óíêöèÿ F+C òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé �óíêöèè f .È íàîáîðîò, äëÿ ëþáîé ïåðâîîáðàçíîé F1 �óíêöèè f ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ �óíêöèÿC1(x) = 
onst, òàêàÿ, ÷òî F1 = F + C1.(Ïåðâîîáðàçíàÿ �óíêöèÿ åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî.)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî: (F + C)0 = F 0 + C 0 = f .Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü g(x) = F (x) � F1(x), x 2 P . Òîãäà g0(x) =F 0(x)�F 01(x) = 0 ïðè âñåõ x 2 P . Äîêàæåì, ÷òî g(x) = 
onst. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå÷èñëî a 2 P . Òîãäà ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà î êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèÿõ äëÿ ëþáîãî x 2 Pñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî � 2 P , ÷òî g(x) � g(a) = g0(�)(x � a). Íî g0(�) = 0, ïîýòîìóg(x) = g(a) = 
onst.Îïðåäåëåíèå íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.Ìíîæåñòâî âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ �óíêöèé �óíêöèè f íàçûâàåòñÿ íåîïðåäåëåííûìèíòåãðàëîì �óíêöèè f .Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäûäóùåé òåîðåìîé ýòî ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàêfF + C;C 2 Rg, ãäå F � íåêîòîðàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ �óíêöèè f .Â îòëè÷èå îò ïðîèçâîäíûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðâîîáðàçíûõ íåò ïðàâèëà ïðåîáðàçî-âàíèÿ ïåðâîîáðàçíîé ñëîæíîé �óíêöèè ê ïåðâîîáðàçíûì ñîñòàâëÿþùèõ åå �óíêöèé.Áîëåå òîãî, ïåðâîîáðàçíàÿ îò �óíêöèè, âûðàæåííîé ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè,ìîæåò âîîáùå íå ðàçëàãàòüñÿ â êîìïîçèöèþ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé.Ïîä âû÷èñëåíèåì íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà îáû÷íî ïîíèìàþò çàäà÷ó íàõîæäå-íèÿ ïåðâîîáðàçíîé, êîòîðàÿ çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè. Ìíîãî÷èñ-ëåííûå ñïîñîáû ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íàçûâàþò îáû÷íî òåõíèêîé èíòåãðèðîâàíèÿ.Èíòåãðàëüíûå ñóììûÏóñòü íà çàìêíóòîì îòðåçêå [a; b℄ âûáðàí íàáîð èç n+1 òî÷êè � = (xk)nk=0, ïðè÷åìx0 = a, xn = b è x0 < x1 < : : : < xn. Òàêîé íàáîð � íàçûâàåòñÿ äðîáëåíèåì îòðåçêà[a; b℄.



68Ïîñêîëüêó òî÷êè äðîáëåíèÿ xk óïîðÿäî÷åíû, òî Pn�1k=0(xk+1 � xk) = b � a. Íàè-áîëüøåå èç ðàññòîÿíèé ìåæäó ñîñåäíèìè òî÷êàìè äðîáëåíèÿ�(�) = max0�k�n�1(xk+1 � xk)íàçûâàåòñÿ ìåëêîñòüþ äðîáëåíèÿ.Ïóñòü íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ ìåæäó òî÷êàìè äðîáëåíèÿ âûáðàíî ÷èñëî �k 2[xk; xk+1℄, 0 � k � n� 1. Òîãäà íàáîð ýòèõ ÷èñåë � = (�k)n�1k=0 íàçûâàåòñÿ îñíàùåíèåìäðîáëåíèÿ � .Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëüíîé ñóììû �èìàíà. [B.Riemann, 1853℄Ïóñòü �óíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [a; b℄. Ïóñòü � = (xk)nk=0 � íåêîòîðîåäðîáëåíèå [a; b℄ è � = (�k)n�1k=0 � íåêîòîðîå îñíàùåíèå ýòîãî äðîáëåíèÿ. Òîãäà ÷èñëî�(f; �; �) = n�1Xk=0 f(�k)(xk+1 � xk)íàçûâàåòñÿ ñóììîé �èìàíà (èëè èíòåãðàëüíîé ñóììîé), ñîîòâåòñòâóþùåé �óíêöèèf , äðîáëåíèþ � è îñíàùåíèþ �.Äðîáëåíèå âìåñòå ñ îñíàùåíèåì ïîðîæäàþò êóñî÷íî�ïîñòîÿííóþ �óíêöèþ, ðàâ-íóþ f(�k) íà ïðîìåæóòêå [xk; xk+1). Èíòåãðàëüíàÿ ñóììà ðàâíà ïëîùàäè ñòóïåí÷à-òîé îáëàñòè, ðàñïîëîæåííîé ìåæäó ãðà�èêîì ýòîé �óíêöèè è îñüþ àáñöèññ, ïðè÷åìïëîùàäü áåðåòñÿ ñî çíàêîì ìèíóñ, åñëè ãðà�èê ðàñïîëîæåí íèæå îñè àáñöèññ.Òåîðåìà î ïðåäåëå èíòåãðàëüíûõ ñóìì �èìàíà.Ïóñòü �óíêöèÿ f îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b℄. Òîãäà ñóùåñòâóåòïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì �èìàíà ïðè ñòðåìëåíèè ê íóëþ ìåëêîñòè äðîáëåíèÿ ïðî-ìåæóòêà [a; b℄. Ýòîò ïðåäåë íå çàâèñèò îò âûáîðà äðîáëåíèÿ è îò âûáîðà îñíàùåíèÿ.Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî I 2 R, ÷òî8" > 0 9Æ > 0 : 8 äðîáëåíèÿ � îòðåçêà [a; b℄ è 8 îñíàùåíèÿ � äðîáëåíèÿ �åñëè ìåëêîñòü �(�) < Æ; òî j�(f; �; �)� Ij < ":Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà �óíêöèè ïî çàìêíóòîìó ïðîìåæóòêó.Ïóñòü �óíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b℄. Òîãäà ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóììI ïðè ñòðåìëåíèè ê íóëþ ìåëêîñòè äðîáëåíèÿ ïðîìåæóòêà [a; b℄ íàçûâàåòñÿ èíòå-ãðàëîì (èëè îïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì) �óíêöèè f ïî ïðîìåæóòêó [a; b℄ (èëè îò aäî b). Îáîçíà÷åíèå:Z ba f èëè Z[a;b℄ f èëè Z ba f(x) dx:Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèåé, à ïðîìåæóòîê [a; b℄ � ìíîæå-ñòâîì èíòåãðèðîâàíèÿ. Âìåñòî îòðåçêà [a; b℄ ïèøóò òàêæå îòêðûòûé èíòåðâàë (a; b)èëè ïîëóîòêðûòûé ïðîìåæóòîê. ×èñëî a íàçûâàåòñÿ íèæíèì ïðåäåëîì èíòåãðèðî-âàíèÿ, à ÷èñëî b � âåðõíèì ïðåäåëîì èíòåãðèðîâàíèÿ.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ïðåäåëå èíòåãðàëüíûõ ñóìì �èìàíà.Ñíà÷àëà äîêàæåì ñõîäèìîñòü â ñåáå èíòåãðàëüíûõ ñóìì:8" > 0 9Æ > 0 : 8 äðîáëåíèé �1; �2 åñëè ìåëêîñòè �(�1) < Æ; �(�2) < Æ;òî j�(f; �1; �1)� �(f; �2; �2)j < " 8 îñíàùåíèé �1; �2 äðîáëåíèé �1; �2:



69Ñõîäÿùèåñÿ â ñåáå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìåþò ïðåäåë ïî ïðèçíàêó Êîøè. Ýòî æåâåðíî è äëÿ ñõîäÿùèõñÿ â ñåáå îáîáùåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êàêèìè ÿâëÿþòñÿèíòåãðàëüíûå ñóììû ïðè ñòðåìëåíèè ê íóëþ ìåëêîñòè äðîáëåíèÿ.Ôèêñèðóåì ÷èñëî " > 0 è íàéäåì Æ > 0, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî óêàçàííîå âûøåóñëîâèå.Íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [a; b℄ �óíêöèÿ f ïî òåîðåìå Êàíòîðà ðàâíîìåðíî íåïðå-ðûâíà. Ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà "1 ="=(2(b � a)) ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî Æ > 0, ÷òî jf(x1) � f(x2)j < "1 äëÿ ëþáîé ïàðûòî÷åê x1; x2 2 [a; b℄, îòñòîÿùèõ äðóã îò äðóãà ìåíåå, ÷åì íà Æ, ò.å. jx1 � x2j < Æ.Ôèêñèðóåì ýòî ÷èñëî Æ.�àññìîòðèì äâà äðîáëåíèÿ: �1 = (xi)mi=0 è �2 = (yk)nk=0 îòðåçêà [a; b℄, ó êîòîðûõìåëêîñòè ìåíüøå, ÷åì Æ, ò.å. j�(�1)j < Æ è j�(�2)j < Æ. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òîäðîáëåíèå �1 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ äðîáëåíèÿ �2, ò.å. xi = yki, 0 � i � m ïðè íåêîòîðîéïîñëåäîâàòåëüíîñòè íîìåðîâ (ki)mi=0.Âûáåðåì äâà ïðîèçâîëüíûõ îñíàùåíèÿ � = (�i)mi=0 äðîáëåíèÿ �1 è � = (�k)nk=0äðîáëåíèÿ �2. Âûáåðåì íîìåð i ìåæäó 0 èm�1 è ðàññìîòðèì ïðîìåæóòîê [xi; xi+1℄ =[yki; yki+1℄.Ïîñêîëüêó jxi+1�xij � �(�1) < Æ, òî íà ýòîì ïðîìåæóòêå ìîäóëü ðàçíîñòè çíà÷åíèé�óíêöèè f íå ìîæåò áûòü áîëüøå, ÷åì "1. Â ÷àñòíîñòè,jf(�i)� f(�k)j < �1; k = ki; ki+1; : : : ; ki+1 � 1;òàê êàê ÷èñëà �i è �k ïðè ki � k < ki+1 ëåæàò íà ïðîìåæóòêå [xi; xi+1℄. Îòìåòèìòàêæå, ÷òî xi+1 � xi = yki+1 � yki = ki+1�1Xk=ki (yk+1 � yk):Ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà âåðíû ïðè âñåõ i = 0; 1; : : : ; m � 1, ÷òî ïîçâîëÿåò íåïî-ñðåäñòâåííî ïðåîáðàçîâàòü ðàçíîñòü èíòåãðàëüíûõ ñóìì:j�(f; �1; �)� �(f; �2; �)j = �����m�1Xi=0 f(�i)(xi+1 � xi)� n�1Xk=0 f(�k)(yk+1 � yk)�����= �����m�1Xi=0  f(�i)(xi+1 � xi)� ki+1�1Xk=ki f(�k)(yk+1 � yk)!�����= �����m�1Xi=0 ki+1�1Xk=ki (f(�i)� f(�k))(yk+1 � yk)�����< "1 m�1Xi=0 ki+1�1Xk=ki (yk+1 � yk) = "1(b� a) = "2 :Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî j�(f; �1; �) � �(f; �2; �)j < " â ýòîì ñëó÷àåäîêàçàíî.�àññìîòðèì òåïåðü îáùèé ñëó÷àé: äðîáëåíèå �1 íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ äðîáëåíèÿ�2. Òîãäà ìû ìîæåì ñ�îðìèðîâàòü äðîáëåíèå �3, êîòîðîå ñîäåðæèò âñå òî÷êè îáîèõäðîáëåíèé. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå îñíàùåíèÿ �1, �2, �3 ñîîòâåòñòâóþùèõ äðîáëåíèé.Ïî ïîñòðîåíèþ äðîáëåíèå �1 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ äðîáëåíèÿ �3. Â ñîîòâåòñòâèè ñ äî-êàçàííûì, j�(f; �1; �1)� �(f; �3; �3)j < "2 :



70Àíàëîãè÷íî, äðîáëåíèå �2 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ äðîáëåíèÿ �3 èj�(f; �2; �2)� �(f; �3; �3)j < "2 :Ñëåäîâàòåëüíî,j�(f; �1; �1)��(f; �2; �2)j � j�(f; �1; �1)��(f; �3; �3)j+j�(f; �3; �3)��(f; �2; �2)j < "2+"2 = ";è ñõîäèìîñòü â ñåáå èíòåãðàëüíûõ ñóìì äîêàçàíà. Ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ñëåäóåòèç êðèòåðèÿ Êîøè.Çàìå÷àíèå î íàïðàâëåíèè èíòåãðèðîâàíèÿ.Åñëè a > b, òî èíòåãðàë �óíêöèè f îò a äî b îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîìZ ba f = � Z ab f:Åñëè a = b, òî èíòåãðàë �óíêöèè f îò a äî b ïî îïðåäåëåíèþ ðàâåí íóëþ.Çàìå÷àíèå îá èíòåãðèðóåìûõ �óíêöèÿõ.Ïðåäåëû èíòåãðàëüíûõ ñóìì �èìàíà ïðè ñòðåìëåíèè ê íóëþ ìåëêîñòè äðîáëåíèéïðîìåæóòêà èíòåãðèðîâàíèÿ ñóùåñòâóþò íå òîëüêî äëÿ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé f .Êóñî÷íî�íåïðåðûâíûå è ìíîãèå äðóãèå �óíêöèè îáëàäàþò òàêèì æå ñâîéñòâîì, èäëÿ íèõ ñóùåñòâóåò èíòåãðàë.Ôóíêöèè íà ïðîìåæóòêå P , äëÿ êîòîðûõ èíòåãðàëüíûå ñóììû �èìàíà èìåþòïðåäåë, íàçûâàþòñÿ èíòåãðèðóåìûìè ïî �èìàíó. Íåñêîëüêî áîëåå øèðîêèé êëàññ�óíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó [H.Lebesgue, 1902℄, èìååò ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷å-íèå L(P ). Ñâîéñòâà èíòåãðàëà1. Àääèòèâíîñòü èíòåãðàëà.Ïóñòü �óíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b℄ è a < 
 < b. Äîêàæåì, ÷òî òîãäàZ ba f = Z 
a f + Z b
 f:Ê êàæäîìó ðàçáèåíèþ � îòðåçêà [a; b℄ äîáàâèì òî÷êó 
, åñëè åå íåò ñðåäè òî÷åê ðàçáè-åíèÿ � . Íîâîå ðàçáèåíèå ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ÷àñòè: îäíà ñîñòàâëÿåò ðàçáèåíèåîòðåçêà [a; 
℄, à âòîðàÿ � îòðåçêà [
; b℄. Ïðåäåë ñóììû ðàâåí ñóììå ïðåäåëîâ ïðè�(�)! 0.Çàìåòèì, ÷òî äîêàçàííîå ðàâåíñòâî ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà ñ îáðàòíûìíàïðàâëåíèåì èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíî â �îðìàõZ 
a f = Z ba f + Z 
b f; Z b
 f = Z a
 f + Z ba f:Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíîå óñëîâèå a < 
 < b íåñóùåñòâåííî, è ðàâåíñòâî âåðíî ïðèëþáîì âçàèìíîì ðàñïîëîæåíèè ÷èñåë a, b è 
.Çàìå÷àíèå îá îïðåäåëåíèè èíòåãðàëà ïî ìíîæåñòâó, ñîñòàâëåííîìó èç ïðîìå-æóòêîâ.



71Ïðè �èêñèðîâàííîé �óíêöèè f èíòåãðàë ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îòîáðàæåíèå,ïåðåâîäÿùåå ìíîæåñòâî èíòåãðèðîâàíèÿ â çíà÷åíèå èíòåãðàëà. Ýòî îòîáðàæåíèå çà-äàíî íà ìíîæåñòâå ïðîìåæóòêîâ âåùåñòâåííîé îñè è ïðèíèìàåò çíà÷åíèå â R.Ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå �, ïåðåâîäÿùåå ïîäìíîæåñòâà âåùåñòâåííîé îñè â Ríàçûâàåòñÿ àääèòèâíûì, åñëè �(A [ B) = �(A) + �(B) ïðè óñëîâèè, ÷òî A è B íåïåðåñåêàþòñÿ (ò.å. A \B = ;), è îòîáðàæåíèå � îïðåäåëåíî íà A, B è A [B.Äîêàçàííàÿ �îðìóëà Z[a;b℄ f = Z[a;
℄ f + Z[
;b℄ f:îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîé �óíêöèåé îò ïðîìåæóòêà èíòåãðèðîâà-íèÿ. Íà îñíîâàíèè ýòîãî ñâîéñòâà ëåãêî îïðåäåëèòü èíòåãðàë íà îáúåäèíåíèè ïðîèç-âîëüíûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðîìåæóòêîâ.Åñëè ìíîæåñòâî A åñòü îáúåäèíåíèå ïðîèçâîëüíûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðîìåæóò-êîâ P1, P2, : : :, Pn, òî ïî îïðåäåëåíèþZA f = ZP1 f + ZP2 f + : : :+ ZPn f:Çàìå÷àíèå îá îïðåäåëåíèè èíòåãðàëà îò êóñî÷íî�íåïðåðûâíîé �óíêöèè.Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî�íåïðåðûâíîé íà ïðîìåæóòêå [a; b℄, åñëè ëèøü âêîíå÷íîì ìíîæåñòâå òî÷åê íà [a; b℄ �óíêöèÿ f èìååò ðàçðûâû, è ýòî ðàçðûâû ïåðâîãîðîäà. Îáîçíà÷èì ýòè òî÷êè 
1 < 
2 < � � � < 
n. Äîáàâèì ñþäà òî÷êè 
0 = a è 
n+1 = b.Ñóæåíèå �óíêöèè f íà êàæäûé èç ïðîìåæóòêîâ (
k; 
k+1) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé�óíêöèåé. Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà àääèòèâíîñòè ìîæíî îïðåäåëèòü èíòåãðàë îòêóñî÷íî�íåïðåðûâíîé �óíêöèè f ïî ïðîìåæóòêó [a; b℄ ðàâåíñòâîìZ ba f = nXk=0 Z 
k+1
k f:2. Ëèíåéíîñòü èíòåãðàëà.Ïóñòü �óíêöèè f è g èíòåãðèðóåìû ïî �èìàíó íà ìíîæåñòâå A � R è �, � �âåùåñòâåííûå ÷èñëà. ÒîãäàZA(�f + �g) = � ZA f + � ZA g:Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ðàâåíñòâà ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó, ñîîòâåò-ñòâóþùóþ �óíêöèè �f + �g, ðàçáèåíèþ � = (xk)nk=0 è îñíàùåíèþ � = (�k)n�1k=0:�(�f + �g; �; �) = n�1Xk=0(�f(�k) + �g(�k))(xk+1 � xk)= � n�1Xk=0 f(�k) + � n�1Xk=0 g(�k) = ��(f; �; �) + ��(g; �; �):Ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì �(f; �; �) è �(g; �; �) ñóùåñòâóþò è ðàâíû èíòåãðàëàì�óíêöèé f è g. Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü òåîðåìó î ïðåäåëå ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ.



723. Ìîíîòîííîñòü èíòåãðàëà.Ïóñòü �óíêöèè f è g èíòåãðèðóåìûå ïî �èìàíó íà ìíîæåñòâå A � R è f(x) � g(x)ïðè âñåõ x 2 A. Òîãäà ZA f � ZA g:Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàþò òàêæå òåîðåìîé îá èíòåãðèðîâàíèè íåðàâåíñòâ.Â ÷àñòíîñòè, èíòåãðàë îò �óíêöèè òîæäåñòâåííî ðàâíîé íóëþ, ðàâåí íóëþ. Ñëå-äîâàòåëüíî, åñëè 8x 2 A f(x) � 0; òî ZA f � 0;ò.å. èíòåãðàë îò íåîòðèöàòåëüíîé �óíêöèè íåîòðèöàòåëåí.Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî î÷åâèäíî ñëåäóåò èç íåîòðèöàòåëüíîñòè ëþáîé èíòåãðàëüíîéñóììû, â êîòîðîé ñêëàäûâàþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûå ñëàãàåìûå.Äîêàæåì, ÷òî íåðàâåíñòâà âèäà f � g ìîæíî èíòåãðèðîâàòü. Åñëè f(x) � g(x) ïðèx 2 A, òî �óíêöèÿ h(x) = g(x)� f(x) íåîòðèöàòåëüíà è èíòåãðèðóåìà ïî �èìàíó íàìíîæåñòâå A. Ïîýòîìó èíòåãðàë îò h íåîòðèöàòåëåí:ZA h = ZA(g � f) = ZA g � ZA f � 0;÷òî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó RA g � RA f .Òåîðåìà î ñðåäíåìÈíòåãðàë îò ïîñòîÿííîé �óíêöèè f(x) = 
 = 
onst ïî ïðîìåæóòêó [a; b℄ ëåãêî âû-÷èñëÿåòñÿ. Äëÿ ëþáîãî äðîáëåíèÿ � = (xk)nk=0 è îñíàùåíèÿ � = (�k)n�1k=0 èíòåãðàëüíàÿñóììà �(f; �; �) = n�1Xk=0 f(�k)(xk+1 � xk) = 
 n�1Xk=0(xk+1 � xk) = 
(b� a)åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ. Åñòåñòâåííî, îíà èìååò ïðåäåë:Z ba f = 
(b� a):Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë îò ïîñòîÿííîé �óíêöèè f ïî ïðîìåæóòêó [a; b℄ ðàâåíïðîèçâåäåíèþ çíà÷åíèÿ 
 ýòîé �óíêöèè íà äëèíó b� a ïðîìåæóòêà.Åñëè �óíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé, íî íåïðåðûâíà íà [a; b℄, òî ïîñëåäíååðàâåíñòâî âñå æå èìååò ìåñòî, íî â íåì ÷èñëî 
 åñòü çíà÷åíèå �óíêöèè f â íåêîòîðîé"ñðåäíåé"òî÷êå ïðîìåæóòêà [a; b℄.Òåîðåìà î ñðåäíåì.Ïóñòü �óíêöèÿ f îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà ïðîìåæóòêå [a; b℄. Òîãäà ñóùåñòâóåòòàêîå ÷èñëî � 2 [a; b℄, ÷òî Z ba f = f(�)(b� a):�åîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ òåîðåìû î ñðåäíåì ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ïëîùàäüïîä ãðà�èêîì �óíêöèè f ðàâíà ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíèêà ñ òåì æå îñíîâàíèåì, ó



73êîòîðîãî ãîðèçîíòàëüíàÿ ñòîðîíà ïåðåñåêàåò ãðà�èê �óíêöèè f â íåêîòîðîé òî÷êå� 2 [a; b℄.Òåîðåìà î ñðåäíåì ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.Òåîðåìà î ñðåäíåì, îáîáùåííàÿ.Ïóñòü �óíêöèè f è � îïðåäåëåíû íà ïðîìåæóòêå [a; b℄. Ïóñòü �óíêöèÿ f íåïðå-ðûâíà íà [a; b℄, à �óíêöèÿ � èíòåãðèðóåìà è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ òîëüêî îäíîãî çíàêàíà [a; b℄.Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî � 2 [a; b℄, ÷òîZ ba (f�) = f(�) Z ba �:Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ f íà îòðåçêå [a; b℄ ïðèíèìàåò ñâîè íàè-áîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ: m � f(x) �M 8x 2 [a; b℄. Ôóíêöèÿ � ëèáî íåîòðè-öàòåëüíàÿ, ëèáî íåïîëîæèòåëüíàÿ íà [a; b℄ ïî óñëîâèþ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ïðåäïî-ëîæèì, ÷òî � � 0 íà [a; b℄. Òîãäàm�(x) � f(x)�(x) �M�(x) 8x 2 [a; b℄:Íåðàâåíñòâà ìîæíî èíòåãðèðîâàòü, à ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü âûíîñèòü èç�ïîä çíàêàèíòåãðàëà. Ñëåäîâàòåëüíî, m Z ba � � Z ba (f�) �M Z ba �:Åñëè R ba � = 0, òî â óòâåðæäåíèè òåîðåìû îáà èíòåãðàëà ðàâíû íóëþ è òåîðåìàäîêàçàíà. Ïîýòîìó ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíòåãðàë íåíóëåâîé, è â ñèëó ñâîéñòâà ìîíî-òîííîñòè èíòåãðàëà R ba � > 0.�àçäåëèì ïîñëåäíèå íåðàâåíñòâà íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî:m � R ba (f�)R ba � � M:Ïî òåîðåìå Áîëüöàíî�Êîøè îá îáðàçå îòðåçêà ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè âñåòî÷êè ïðîìåæóòêà [m;M ℄ ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè íåêîòîðûõ òî÷åê ïðîìåæóòêà [a; b℄ ïðèîòîáðàæåíèè f . Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè f , áåçêîòîðîãî òåîðåìà íåâåðíà.Ïîñêîëüêó ÷èñëî R ba (f�)R ba �ïðèíàäëåæèò ïðîìåæóòêó [m;M ℄, òî îíî ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì íåêîòîðîé òî÷êè � 2[a; b℄, ò.å. îíî ðàâíî f(�). Ïîñëå óìíîæåíèÿ íà çíàìåíàòåëü ïîëó÷àåòñÿ �îðìóëà èçóòâåðæäåíèÿ òåîðåìû. Ôîðìóëà Íüþòîíà�ËåéáíèöàÏóñòü a 2 R è b � ëèáî âåùåñòâåííîå ÷èñëî, áîëüøåå a, ëèáî +1. Åñëè �óíêöèÿf îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà ïðîìåæóòêå [a; b), òî äëÿ ëþáîãî x 2 [a; b) ñóæåíèå�óíêöèè f íà îòðåçîê [a; x℄ íåïðåðûâíî. Ïîýòîìó ìîæíî îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèåF (x) = Z xa f; x 2 [a; b):



74Îíî íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì.Òåîðåìà îá èíòåãðàëå ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì.Ïóñòü �óíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà ïðîìåæóòêå [a; b) è F � èíòåãðàë �óíêöèè f ñïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì íà [a; b). Òîãäà F åñòü ïåðâîîáðàçíàÿ �óíêöèÿ �óíê-öèè f .Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî x 2 [a; b) è äîêàæåì, ÷òî �óíêöèÿF äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå x è F 0(x) = f(x).Ïóñòü h > 0 è x+ h < b. Ïðèìåíèì òåîðåìó î ñðåäíåì ê ïðèðàùåíèþ �óíêöèè Fâ òî÷êå x: F (x+ h)� F (x) = Z x+ha f � Z xa f = Z x+hx f = f(�)h;ãäå � = �(h) 2 (x; x + h) � ñðåäíÿÿ òî÷êà. Åñëè h ! 0, òî �(h) ! x, òàê êàêx < �(h) < x + h. Ïî óñëîâèþ, �óíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå x, è ïî òåîðåìå îíåïðåðûâíîñòè ñëîæíîé �óíêöèè: f(�(h))! f(x) ïðè h! 0 ñïðàâà.Åñëè h < 0 è a < x+ h, òî òîæå ïî òåîðåìå î ñðåäíåì F (x+ h)� F (x) = hf(�(h)),ïðè÷åì x+ h < �(h) < x è f(�(h))! f(x) ïðè h! 0 ñëåâà.Òàêèì îáðàçîì,F (x+ h)� F (x)h = f(�(h))! f(x) ïðè h! 0;÷òî è îçíà÷àåò äè��åðåíöèðóåìîñòü �óíêöèè f â òî÷êå x è F 0(x) = f(x).Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé îá èíòåãðàëå �óíêöèè f ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðå-äåëîì ýòîò èíòåãðàë åñòü ïåðâîîáðàçíàÿ �óíêöèè f . Ïðè ýòîì íèæíèé ïðåäåë èí-òåãðèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü ëþáûì, ëèøü áû �óíêöèÿ f îñòàâàëàñü íåïðåðûâíîé íàðàññìàòðèâàåìîì èíòåðâàëå.Ïî àíàëîãèè ñ èíòåãðàëîì ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì ìîæíî îïðåäåëèòüèíòåãðàë ñ ïåðåìåííûì íèæíèì ïðåäåëîì. Äëÿ íåãî�Z bx f�0 = �f(x):Òåîðåìà. Ôîðìóëà Íüþòîíà�Ëåéáíèöà. [I.Newton, G.Leibniz, ñåð. XVII â.℄Ïóñòü �óíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b℄ è F � íåêîòîðàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ�óíêöèè f . Òîãäà Z ba f = F (b)� F (a):Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ F1(x) = Z xa fÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé �óíêöèè f íà ïðîìåæóòêå [a; b℄ ïî òåîðåìå îá èíòåãðàëå ñïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì. Â òî÷êå a âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåëû èíòåãðèðîâà-íèÿ ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó F1(a) = 0 èZ ba f = F1(b)� F1(a):



75Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ �óíêöèè f . Ïî òåîðåìå î ìíîæåñòâå ïåð-âîîáðàçíûõ �óíêöèÿ F � F1 = C åñòü êîíñòàíòà. Ñëåäîâàòåëüíî, F (b) � F (a) =F1(b)� F1(a) è ðàâíî èíòåãðàëó �óíêöèè f ïî [a; b).�àçíîñòü çíà÷åíèé ïåðâîîáðàçíîé �óíêöèè F (x) â òî÷êå b è â òî÷êå a îáû÷íîîáîçíà÷àþò ñèìâîëîì ïîäñòàíîâêè îò a äî b:Z ba f(x) dx = F (x)��x=bx=a = F (x)��ba:Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëûÎïðåäåëåíèå èíòåãðàëà êàê ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì �èìàíà áûëî ââåäåíîòîëüêî äëÿ íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå �óíêöèé. Ýòè �óíêöèè îãðàíè÷åíû íà îòðåçêå.Åñëè æå �óíêöèÿ, çàäàííàÿ è íåïðåðûâíàÿ íà èíòåðâàëå (a; b) íåîãðàíè÷åíà íà íåì,òî îíà íå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ ñ ñîõðàíåíèåì íåïðåðûâíî-ñòè. Îäíàêî, èíòåãðàë îò òàêîé íåîãðàíè÷åííîé �óíêöèè èíîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü,è îí â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ íåñîáñòâåííûì.Èíòåãðàë ïî áåñêîíå÷íîìó ïðîìåæóòêó ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ïðåäåë èíòåãðà-ëîâ ïî çàìêíóòûì îãðàíè÷åííûì ïðîìåæóòêàì. Òàêîé èíòåãðàë òàêæå íàçûâàåòñÿíåñîáñòâåííûì.Èíòåãðàë îò íåîãðàíè÷åííîé �óíêöèè ïî îãðàíè÷åííîìó ïðîìåæóòêó.Ïóñòü �óíêöèÿ f îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà ïîëóîòêðûòîì ïðîìåæóòêå [a; b)è íåîãðàíè÷åíà âáëèçè òî÷êè b. Òîãäà íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì ïî ïðîìåæóòêó[a; b) íàçûâàåòñÿ ïðåäåë ñëåâà Z ba f = limb1!b�0Z b1a f:Åñëè ïðåäåë ñóùåñòâóåò, òî ãîâîðÿò, ÷òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, à åñëèïðåäåëà íå ñóùåñòâóåò èëè îí áåñêîíå÷íûé � òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ.�îâîðÿò, ÷òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë èìååò îñîáåííîñòü â òî÷êå b, ãäå âû÷èñëÿåòñÿïðåäåë.Ïóñòü F � ïåðâîîáðàçíàÿ �óíêöèÿ �óíêöèè f íà ïðîìåæóòêå [a; b). Òîãäà ïî�îðìóëå Íüþòîíà�ËåéáíèöàZ ba f = limb1!b�0(F (b1)� F (a)):Î÷åâèäíî, ÷òî äîáàâêà F (a) íå âëèÿåò íà ñóùåñòâîâàíèå è êîíå÷íîñòü ïðåäåëà ïðèb1 ! b ñëåâà. Ïîýòîìó ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà íå çàâèñèò îò òî÷êè a. Îíà îïðåäåëÿåòñÿñâîéñòâàìè �óíêöèè f (è åå ïåðâîîáðàçíîé F ) âáëèçè òî÷êè b. Âìåñòî ñõîäèìîñòèíåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà ïî ïðîìåæóòêó [a; b) èíîãäà ãîâîðÿò î ñõîäèìîñòè ýòîãîèíòåãðàëà â òî÷êå b, ïîä÷åðêèâàÿ íåçàâèñèìîñòü ýòîãî ñâîéñòâà îò òî÷êè a.Åñëè �óíêöèÿ f çàäàíà íà ïðîìåæóòêå [a; b) è îãðàíè÷åíà âáëèçè òî÷êè b, òîïðåäåë F â òî÷êå b âñåãäà ñóùåñòâóåò, è òàêîé èíòåãðàë ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ïðåäåëñóìì �èìàíà. Ïîýòîìó îí íå íàçûâàåòñÿ íåñîáñòâåííûì.Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñ îñîáåííîñòüþ íà ëåâîì êîí-öå ïðîìåæóòêà. Ïóñòü �óíêöèÿ f îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà ïðîìåæóòêå (a; b℄



76è íåîãðàíè÷åíà âáëèçè òî÷êè a. Òîãäà íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì ïî ïðîìåæóòêó(a; b℄ íàçûâàåòñÿ ïðåäåë ñïðàâà Z ba f = lima1!a+0 Z ba1 f:Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë, è ðàñõî-äèòñÿ, åñëè ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò èëè áåñêîíå÷åí.Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ìîæíî îïðåäåëèòü è ïî îòêðûòîìó èíòåðâàëó (a; b), åñëè�óíêöèÿ f íåîãðàíè÷åíà âáëèçè òî÷åê a è b. Òîãäà ýòî äâîéíîé ïðåäåë îòäåëüíî âòî÷êå a ñïðàâà è â òî÷êå b ñëåâà.Ïðèìåð íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà îò íåîãðàíè÷åííîé ñòåïåííîé �óíêöèè.Ïóñòü f(x) = 1x� , � > 0. Ôóíêöèÿ íåîãðàíè÷åíà íà ïðîìåæóòêå (0; a℄ äëÿ ëþáîãîa > 0. Âû÷èñëèì íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ïî ïðîìåæóòêó (0; a℄. Åñëè � 6= 1, òîZ a0 1x� dx = lim"!0+0 Z a" 1x� dx = lim"!0+0 11� �x1����a" = lim"!0+0 11� � �a1�� � "1��� :Î÷åâèäíî, ÷òî êîíå÷íûé ïðåäåë ñóùåñòâóåò, åñëè � < 1 è ïðåäåë áåñêîíå÷íûé, åñ-ëè � > 1. Ïðè � = 1 ïåðâîîáðàçíîé ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ logx, è åå ïðåäåë â íóëåáåñêîíå÷åí.Îòñþäà ñëåäóåò âûâîä: èíòåãðàë îò �óíêöèè x�� ïî ïðîìåæóòêó (0; a℄ ñõîäèòñÿ,åñëè � < 1 è ðàñõîäèòñÿ, åñëè � � 1.Òåîðåìà ñðàâíåíèÿ î ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ.Ïóñòü �óíêöèè f è g îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû íà ïðîìåæóòêå [a; b) è 0 � f(x) �g(x) ïðè âñåõ x 2 [a; b). Òîãäà åñëè íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë R ba g(x) dx ñõîäèòñÿ, òî èíåñîáñòâåííûé èíòåãðàë R ba f(x) dx òàêæå ñõîäèòñÿ.Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà x 2 (a; b) èíòåãðàëûF (x) = Z xa f; G(x) = Z xa gîïðåäåëåíû, òàê êàê �óíêöèè f è g íåïðåðûâíû íà [a; x℄. Ýòè èíòåãðàëû ÿâëÿþòñÿïåðâîáðàçíûìè �óíêöèé f è g, ñîîòâåòñòâåííî. Ïåðâûå ïðîèçâîäíûå F 0(x) = f(x)è G0(x) = g(x) íåîòðèöàòåëüíû ïî óñëîâèþ. Ïî òåîðåìå î êðèòåðèè ìîíîòîííîñòèîòñþäà ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèè F è G âîçðàñòàþò íà [a; b). Ïî òåîðåìå î ïðåäåëå ìî-íîòîííîé �óíêöèè ýòè �óíêöèè âñåãäà èìåþò ïðåäåëû ïðè x ! b ñïðàâà, êîòîðûåìîãóò áûòü êîíå÷íûìè èëè áåñêîíå÷íûìè. Îäíàêî, ïî óñëîâèþ, íåñîáñòâåííûé èí-òåãðàë �óíêöèè g ñõîäèòñÿ, ò.å. ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåëlimx!b�0G(x) = limx!b�0Z xa g = Z ba g:Ïî ñâîéñòâó ìîíîòîííîñòè èíòåãðàëà: 0 � F (x) � G(x) ïðè âñåõ x 2 [a; b). Ñëå-äîâàòåëüíî, �óíêöèÿ F îãðàíè÷åíà ñâåðõó ÷èñëîì R ba g è ïîýòîìó èìååò êîíå÷íûéïðåäåë: 9 limx!b�0F (x) = limx!b�0Z xa f = Z ba f 2 R;ò.å. íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë �óíêöèè f ïî [a; b) ñõîäèòñÿ.



77Ñëåäñòâèå î ãëàâíîé ÷àñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà.Åñëè �óíêöèè f è h íåïðåðûâíû è íåîòðèöàòåëüíû íà ïðîìåæóòêå [a; b), �óíêöèÿf íåîãðàíè÷åíà âáëèçè òî÷êè b, à �óíêöèÿ h îãðàíè÷åíà è îòäåëåíà îò íóëÿ âáëèçèòî÷êè b, òî íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëûZ ba f(x) dx è Z ba f(x)h(x) dxñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ, ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà Æ > 0 è M > m > 0, ÷òîm � h(x) � M ïðè âñåõ x 2 [b � Æ; b). Îïðåäåëèì g1(x) = mf(x) è g2(x) = Mf(x).Òîãäà g1(x) � f(x)h(x) � g2(x), è äëÿ àíàëèçà ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðà-ëîâ ýòèõ �óíêöèé ïî ïðîìåæóòêó [b � Æ; b) ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó ñðàâíåíèÿ.Îñòàåòñÿ âûíåñòè ïîñòîÿííûå ìíîæèòåëè m è M èç èíòåãðàëîâ îò g1 è g2 è ó÷åñòüíåçàâèñèìîñòü ñâîéñòâà ñõîäèìîñòè îò íèæíåãî ïðåäåëà èíòåãðèðîâàíèÿ.Â îáîçíà÷åíèÿõ ñëåäñòâèÿ ïðè àíàëèçå ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëàR ba f(x)h(x) dx äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ èçó÷åíèåì íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà îò �óíê-öèè f . Ïîýòîìó â ïðîèçâåäåíèè f(x)h(x) ãëàâíîé ÷àñòüþ ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ f(x), îòêîòîðîé çàâèñèò ñõîäèìîñòü èëè ðàñõîäèìîñòü èíòåãðàëà.Íàïðèìåð, åñëè ïîëîæèòåëüíàÿ �óíêöèÿ h(x) íåïðåðûâíà â îêðåñòíîñòè òî÷êèx = 0, òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò �óíêöèè h(x)=x� ñõîäèòñÿ â òî÷êå 0, åñëè� < �1 è ðàñõîäèòñÿ, åñëè � � 1.Èíòåãðàë ïî áåñêîíå÷íîìó ïðîìåæóòêó.Ïóñòü a 2 R, �óíêöèÿ f çàäàíà íà ëó÷å [a;+1) è èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì êîíå÷-íîì ïðîìåæóòêå [a; b℄ ïðè b > a. Òîãäà íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì ïî ïðîìåæóòêó[a;+1) íàçûâàåòñÿ ïðåäåë Z +1a f = limb!+1Z ba f:�îâîðÿò, ÷òî èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí, è ðàñõî-äèòñÿ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.Àíàëîãè÷íî, èíòåãðàë ïî ïðîìåæóòêó (�1; b℄ îò �óíêöèè, èíòåãðèðóåìîé íà êàæ-äîì êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå [a; b℄ ïðè a < b, îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðåäåëZ b�1 f = lima!�1Z ba f:Èíòåãðàë ïî ïðîìåæóòêó (�1;+1), ò.å. ïî âñåé ÷èñëîâîé îñè R, îïðåäåëÿåòñÿêàê äâîéíîé ïðåäåë èíòåãðàëîâ ïî [a; b℄ ïðè a! �1 è ïðè b! +1.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà ïî áåñ-êîíå÷íîìó ïðîìåæóòêó èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó ñðàâíåíèÿ, àíà-ëîãè÷íóþ òîé, êîòîðàÿ ñ�îðìóëèðîâàíà äëÿ èíòåãðàëà îò íåîãðàíè÷åííûõ �óíêöèé.Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë R +1a x�� dx ñõîäèòñÿ, åñëè � > 1è ðàñõîäèòñÿ, åñëè � � 1. Òåõíèêà èíòåãðèðîâàíèÿÏåðâîîáðàçíàÿ �óíêöèÿ ñóùåñòâóåò ó ëþáîé íåïðåðûâíîé íà ïðîìåæóòêå �óíê-öèè. Â ÷àñòíîñòè, ëþáàÿ �óíêöèÿ, ñîñòàâëåííàÿ èç ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé (ÿâëÿþ-ùàÿñÿ èõ êîìïîçèöèåé), èìååò ïåðâîîáðàçíóþ �óíêöèþ íà ëþáîì ïðîìåæóòêå, ãäå



78îíà îïðåäåëåíà. Îäíàêî ýòà ïåðâîîáðàçíàÿ �óíêöèÿ ñîâñåì íå îáÿçàòåëüíî ìîæåòáûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå êîìïîçèöèè ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé. Íàïðèìåð, ó �óíê-öèé f(x) = sinxx èëè f(x) = ex2 ïåðâîîáðàçíàÿ íå ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç ýëå-ìåíòàðíûå �óíêöèè.Ïðåäñòàâëåíèå ïåðâîîáðàçíîé �óíêöèè â âèäå êîìïîçèöèè ýëåìåíòàðíûõ �óíê-öèé âåñüìà æåëàòåëüíî, òàê êàê îíè ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ è èõ ñâîéñòâà õîðîøî èçâåñò-íû. Ïîýòîìó íàõîæäåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ ïåðâîîáðàçíîé ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå �óíê-öèè íàçûâàåòñÿ âû÷èñëåíèåì èíòåãðàëà. "Âçÿòü èíòåãðàë"îçíà÷àåò ïðåäñòàâèòü åãî÷åðåç ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè. Ìåòîäû ïðåîáðàçîâàíèÿ íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà,âåäóùèå ê åãî ïðåäñòàâëåíèþ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè, íàçûâàþòñÿ òåõíèêîéèíòåãðèðîâàíèÿ.Òåõíèêà èíòåãðèðîâàíèÿ îñíîâàíà íà äâóõ îñíîâíûõ ïðèåìàõ: ïðèìåíåíèå òàáëè-öû èíòåãðàëîâ è çàìåíà ïåðåìåííîé (èëè ïîäñòàíîâêà), à òàêæå íà âñïîìîãàòåëüíîìïðèåìå, íàçûâàåìîì èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì.Îïåðàöèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê îïåðàöèè äè��åðåíöèðîâàíèÿ.Ïîýòîìó òàáëèöà ïðîèçâîäíûõ, ïåðåïèñàííàÿ ñïðàâà íàëåâî, îêàæåòñÿ òàáëèöåéíåîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ. Òàáëèöà èíòåãðàëîâ1: Z ex dx = ex + C; Z ax dx = 1lnaax + C; (a > 0; a 6= 1):2: Z x� dx = 1�+ 1x�+1 + C; (� 6= �1); Z dxx = ln jxj+ C:3: Z sinx dx = � 
os x+ C:4: Z 
os x dx = sin x+ C:5: Z dx
os2 x = tg x+ C:6: Z dxsin2 x = � 
tg x + C:7: Z dxp1� x2 = ar
sin x+ C:8: Z dx1 + x2 = ar
tg x + C:Çàìåíà ïåðåìåííîé.Ïóñòü P � ïðîìåæóòîê, �óíêöèÿ g äè��åðåíöèðóåìà íà P , �óíêöèÿ f íåïðåðûâ-íà íà g(P ) è F � ïåðâîîáðàçíàÿ �óíêöèè f . Òîãäà ïî ïðàâèëàì äè��åðåíöèðîâàíèÿñëîæíîé �óíêöèè ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè (F Æ g) è[F (g(x))℄0 = f(g(x)) g0(x) 8x 2 P:Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü è â âèäå èíòåãðàëîâ:Z f(g(x)) g0(x) dx = F (g(x)) + C:



79Íà ýòîé �îðìóëå îñíîâàí ïðèåì èíòåãðèðîâàíèÿ, íàçûâàåìûé çàìåíîé ïåðåìåííîéâ íåîïðåäåëåííîì èíòåãðàëå.Âûïîëíèì âñïîìîãàòåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Äè��åðåíöèàë �óíêöèè g îïðåäåëÿ-åòñÿ êàê �óíêöèÿ dg = g0(x) dx. Ïðèìåíèì ýòó �îðìóëó, ñäåëàâ �îðìàëüíóþ çàìåíóâ ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè:Z f(g(x))g0(x) dx = Z f(g(x)) dg(x):Â ïðàâîé ÷àñòè ïåðåìåííàÿ x âñòðå÷àåòñÿ íå èíà÷å, êàê ïîä çíàêîì g(x). Ïîýòîìóìîæíî âûïîëíèòü �îðìàëüíóþ ïîäñòàíîâêó: âìåñòî g(x) ïîäñòàâèòü íîâóþ ïåðåìåí-íóþ: y = g(x). Ïîëó÷èòñÿ Z f(g(x))g0(x) dx = Z f(y) dy:Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðâîîáðàçíóþ �óíêöèþ �óíêöèè f óäàëîñü âû÷èñëèòü, ò.å. íàé-äåíî âûðàæåíèå �óíêöèè F ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè. ÒîãäàZ f(g(x))g0(x) dx = Z f(y) dy = F (y) + C = F (g(x)) + C;ò.å. ïîëó÷àåòñÿ �îðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé �óíêöèè.Ïðèìåð. Çàìåíà ïåðåìåííîé y = sin x ïîçâîëÿåò ñâåñòè ê òàáëè÷íîìó ñëåäóþùèéèíòåãðàë:Z 
os2 x sinx dx = Z 
os2 x d(
os x) = Z y2 dy = 13y3 + C = 
os3 x + C:Äðóãîé ñïîñîá çàìåíû ïåðåìåííîé ñâÿçàí ñ ïðåîáðàçîâàíèåì èíòåãðàëà R f(y) dy êâèäó R f(g(x))g0(x) dx, åñëè ïîñëåäíèé èíòåãðàë ïî êàêèì�ëèáî ïðè÷èíàì âû÷èñëÿòüïðîùå.Ïðèìåð. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñëåäóþùåãî èíòåãðàëà ïðèìåíÿåòñÿ çàìåíà ïåðåìåí-íîé x = py + 1. Ïðè ýòîì y = x2 � 1 è dy = 2x dx:Z ypy + 1 dy = Z (x2 � 1)x 2x dx = 2 Z (x4 � x2) dx = 25x5 � 23x3 + C= 25p(y + 1)5 � 23p(y + 1)3 + C:Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì.Ïóñòü �óíêöèè f è g íåïðåðûâíû íà ïðîìåæóòêå P , �óíêöèè F è G � èõ ïåðâî-îáðàçíûå. Òîãäà ïî ïðàâèëàì äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ(F (x)G(x))0 = f(x)G(x) + F (x)g(x); x 2 P:Ïîñëå òîæäåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ:F (x)g(x) = (F (x)G(x))0 � f(x)G(x); x 2 P:Çàïèøåì ýòî ðàâåíñòâî â òåðìèíàõ íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ:Z F (x)g(x) dx = F (x)G(x)� Z f(x)G(x) dx:



80Ñïîñîá ïðåîáðàçîâàíèÿ èíòåãðàëà R Fg, ñòîÿùåãî â ëåâîé ÷àñòè äàííîãî ðàâåíñòâà,íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì.Ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì çàïèñûâàþò è â äðóãèõ �îðìàõ, íàïðèìåð,Z F (x) dG(x) = F (x)G(x)� Z G(x) dF (x):Òàêóþ �îðìóëó ïðîùå çàïîìíèòü: âíåèíòåãðàëüíûé ÷ëåí åñòü ïðîèçâåäåíèå äè��å-ðåíöèðóåìûõ �óíêöèé F è G, à ïîä èíòåãðàëàìè ñòîÿò ýòè æå �óíêöèè, ïðè÷åì âîäíîì ñëó÷àå ïîä äè��åðåíöèàëîì îêàçûâàåòñÿ F , à â äðóãîì � G.Îäíàêî, íàèáîëüøóþ çíà÷èìîñòü ïðè ðåøåíèè çàäà÷ èìååò �îðìóëàZ F (x)G0(x) dx = F (x)G(x)� Z F 0(x)G(x) dx:Â èñõîäíîì èíòåãðàëå, ñòîÿùåì â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, âûäåëÿþòñÿ äâà ñîìíîæè-òåëÿ: F (x) è G0(x). Â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ, íàçûâàåìîãî èíòåãðèðîâàíèåì ïî÷àñòÿì, ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðàë, â êîòîðîì ïåðâûé ñîìíîæèòåëü � F (x) äè��åðåíöè-ðóåòñÿ, à âòîðîé � G(x) � èíòåãðèðóåòñÿ.Ïîñêîëüêó èíòåãðèðóåòñÿ òîëüêî ÷àñòü ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè, òî ïðèåì ïî-ëó÷èë íàçâàíèå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. ×àùå âñåãî ýòî ïðèåì áûâàåò ïîëåçíûìòàì, ãäå ïðîèçâîäíàÿ F 0(x) îêàçûâàåòñÿ ïðîùå, ÷åì èñõîäíàÿ �óíêöèÿ F (x).Ïðèìåð. Â òàáëèöå èíòåãðàëîâ îòñóòñòâóþò ïðàâèëà èíòåãðèðîâàíèÿ �óíêöèélog x è îáðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé. Îäíàêî, ïðîèçâîäíûå ýòèõ �óíêöèéóæå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç �óíêöèè, ïðèñóòñòâóþùèå â òàáëèöå èíòåãðàëîâ. Â èíòåãðà-ëå Z x2 lnx dxñëåäóåò âûáðàòü F (x) = lnx ñ òåì, ÷òîáû ýòó �óíêöèþ ïðîäè��åðåíöèðîâàòü. Òîãäàîñòàâøàÿñÿ ÷àñòü G0(x) = x2 äîëæíà áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíà, ÷òî íå âûçûâàåò òðóäà:G(x) = x3=3. Ïî ïðàâèëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:Z x2 lnx dx = 13x3 lnx� 13 Z x3 1x dx = 13x3 lnx� 19x3 + C:Èíòåãðàëû, ó êîòîðûõ â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè ïðèñóòñòâóþò ìíîæèòå-ëÿìè �óíêöèè ar
tg x, ar
sinx, ar

os x, íå óñòðàíÿåìûå íåïîñðåäñòâåííîé çàìåíîéïåðåìåííîé, îáû÷íî âû÷è
ëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.Èíòåãðèðîâàíèå ðàöèîíàëüíûõ �óíêöèéÍåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë îò ëþáîé ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè âû÷èñëÿåòñÿ, ò.å. ìî-æåò áûòü ïðåäñòàâëåí ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè. Ïóñòü P è Q � ìíîãî÷ëåíû,è òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü èíòåãðàë R P (x)=Q(x) dx. �åøåíèå ðàçáèâàåòñÿ íà íåñêîëüêîýòàïîâ.1. Äåëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñ îñòàòêîì. Åñëè ñòåïåíü P ìåíüøå, ÷åì ñòåïåíü Q,òî ýòîò ýòàï ïðîïóñêàåòñÿ. Åñëè æå ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ P (x)=Q(x) íå ÿâëÿåòñÿïðàâèëüíîé, òî ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó î äåëåíèè ìíîãî÷ëåíîâ:Z P (x)Q(x) dx = Z S(x) dx+ Z r(x)Q(x) dx; deg r < degQ:



81Èíòåãðàë îò ìíîãî÷ëåíà âû÷èñëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî, è îñòàåòñÿ âû÷èñëèòü èíòå-ãðàë îò ïðàâèëüíîé ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè.2. �àçëîæåíèå çíàìåíàòåëÿ íà ìíîæèòåëè. Ïî òåîðåìå î ðàçëîæåíèè ìíîãî-÷ëåíà íà ìíîæèòåëè ñ âåùåñòâåííûìè êîý��èöèåíòàìè çíàìåíàòåëü Q(x) ìîæíîïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ:Q(x) = 
 mYi=1(x� �i)ki nYj=1(x2 + pjx+ qj)lj ;ãäå 
 � ñòàðøèé êîý��èöèåíò Q è âñå äèñêðèìèíàíòû êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ îò-ðèöàòåëüíû: Dj = p2j � 4qj < 0, 1 � j � n.3. �àçëîæåíèå íà ïðîñòåéøèå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé î ðàçëîæåíèè ïðà-âèëüíîé ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè íà ïðîñòåéøèå èíòåãðàë ìîæíî ðàçáèòü â ñóììóèíòåãðàëîâ îò ïðîñòåéøèõ ðàöèîíàëüíûõ �óíêöèé:Z r(x)Q(x) dx = mXi=1 kiXs=1 Z Ai;s(x� �i)s dx+ nXj=1 ljXs=1 Z Bj;sx + Cj;s(x2 + pjx + qj)s dx:Êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ Ai;s, Bj;s è Cj;s ìîæíî îïðåäåëèòü ïóòåì ïðèâåäåíèÿ ñóì-ìû äðîáåé â ïðàâîé ÷àñòè ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è çàòåì ïðèðàâíèâàíèÿ ÷èñëèòåëåéëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé.4. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ îò ïðîñòåéøèõ äðîáåé. Êàæäàÿ èç ïðîñòåéøèõ äðîáåéèíòåãðèðóåòñÿ èíäèâèäóàëüíî. �àññìîòðèì ñíà÷àëà äðîáè ñ âåùåñòâåííûìè êîðíÿ-ìè. Åñëè ñòåïåíü çíàìåíàòåëÿ ðàâíà 1, òîZ Ax� � dx = A ln jx� �j+ C:Åñëè ñòåïåíü çíàìåíàòåëÿ áîëüøå 1, òîZ A(x� �)k dx = A(1� k)(x� �)k�1 + C:Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà îò ïðîñòåéøåé ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè ñî çíàìåíàòå-ëåì (x2 + px+ q)k ñíà÷àëà íóæíî èçáàâèòüñÿ îò ëèíåéíîãî ÷ëåíà â çíàìåíàòåëå. Äëÿýòîãî âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèåx2 + px+ q = �x + p2�2 + q � p25 = y2 + jDj;ãäå D = p2=4 � q < 0 � äèñêðèìèíàíò çíàìåíàòåëÿ. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîéy = x + p=2. ÒîãäàZ Bx+ C(x2 + px + q)k dx = Z Fy +Gy2 + jDj dy = F Z y dy(y2 + jDj)k +G Z dy(y2 + jDj)k ;ãäå F = B, G = C�Bp=2. Äàëåå, ïåðâûé èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ çàìåíîé ïåðåìåííîéz = y2 + jDj. Åñëè k = 1, òîZ y dyy2 + jDj = 12 Z dzz = 12 ln jzj+ C = 12 ln(x2 + px+ q) + C;



82ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ. Åñëè k > 1, òîZ y dy(y2 + jDj)k = 12 Z dzzk = 12(1� k)zk�1 + C = 12(1� k)(x2 + px+ q)k�1 + C:Âî âòîðîì èíåòãðàëå ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé y =pjDjz:Z dy(y2 + jDj)k = Z pjDj dzjDjk(z2 + 1)k = 1jDjk� 12 Z dz(z2 + 1)k :Ïðè k = 1 èíòåãðàë òàáëè÷íûé è ðàâåí ar
tg z + C, ïîýòîìóZ dyy2 + jDj = 1pjDj ar
tg x + p2pjDj + C:Åñëè k > 1, òî èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ ðåêóððåíòíî, ïîñëåäîâàòåëüíûì ïîíèæåíèåìñòåïåíè k, ïîêà îíà íå äîéäåò äî 1. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:Z dz(z2 + 1)n = In; i = 1; 2; : : :Ïðîâåäåì îäèí ðàç èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì:In = Z dz(z2 + 1)n = z(z2 + 1)n + 2n Z z2 dz(z2 + 1)n+1= z(z2 + 1)n + 2n�Z dz(z2 + 1)n � Z dz(z2 + 1)n+1� = z(z2 + 1)n + 2nIn � 2nIn+1:Îòñþäà ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíóþ �îðìóëó ðàñ÷åòà èíòåãðàëîâ In:In+1 = z2n(z2 + 1)n + 2n� 12n In; n = 1; 2; : : :Ïðè íà÷àëüíîì äàííîì I1 = ar
tg z +C äàííàÿ �îðìóëà ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü èíòå-ãðàëû Ik ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì ïîêàçàòåëå k.Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðàë îò ëþáîé ïðîñòåéøåé ðàöèîíàëüíîé �óíê-öèè, à ñëåäîâàòåëüíî, è îò ïðîèçâîëüíîé ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè.


